Diferenciacidn

11.1 La derivada or lo general, en una zona de pesca, las regulaciones del gobierno limitan el nimero
' de peces que pueden pescar los barcos de pesca comerciales por temporada. Esto
11.2 Reglas para la diferenciacion evita la pesca excesiva, que agota la poblacién de peces y deja, a la larga, pocos

peces que capturar.

Desde una perspectiva estrictamente comercial, la regulacion ideal permitirfa obtener
un maximo en el ndmero de peces disponibles cada afio para la pesca. La clave para de-
11.4 Regla del producto y regla terminar las regulaciones ideales es la funcién matemadtica llamada curva de reproduccion.

del cociente Para un hébitat de peces, esta funcién estima la poblacién de peces de un afio al siguiente,
P(n+ 1), con base en la poblacién actual, P(n), suponiendo que no hay intervencién externa
como pesca o influencia de depredadores.

11.3 La derivada como una razon
de cambio

11.5 Regla de la cadena

Repaso del capitulo 11 La figura que se presenta abajo a la izquierda muestra una curva comun de reproduc-
cion; en la figura también estd graficada la recta P(n + 1) = P(n), a lo largo de la cual las
@ EXPLORE Y AMPLIE poblaciones P(n) y P(n + 1) serian iguales. Observe la interseccion de la curva con la recta
s . en el punto A. Este es el punto donde, a consecuencia de la gran aglomeracién que hay en
Propension marginal o . ~ (. . » .
al consumo el habitat, la poblacion alcanza su tamafio médximo sostenible. Una poblacién que tiene este

tamafio en un afio, tendrd el mismo tamafio el afio siguiente.

Para cualquier punto situado en el eje horizontal, la distancia entre la curva de repro-
duccién y la recta P(n + 1) = P(n) representa la pesca sostenible: el nimero de peces que
pueden ser atrapados, después que las crias han crecido hasta madurar, de modo que al final
la poblacién regrese al mismo tamaiio que tenia un afio antes.

Desde el punto de vista comercial, el tamafio de poblacion éptimo es aquél donde la dis-
tancia entre la curva de reproduccién y la recta P(n + 1) = P(n) es mdxima. Esta condicién
se cumple donde las pendientes de la curva de reproduccién y la recta P(n 4+ 1) = P(n) son

P(nt+1) iguales. [Por supuesto, la pendiente de P(n + 1) = P(n) es 1]. Asi, para una cosecha de peces
maxima afo tras aflo, las regulaciones deben tener como objetivo mantener la poblacion de

eces muy cerca de P,,.

/s p y 0

Aqui, una idea central es la de la pendiente de una curva en un punto dado. Esta idea es
la piedra angular del presente capitulo.

En este momento iniciaremos nuestro estudio del cdlculo. Las ideas involucradas en
célculo son totalmente diferentes a las de dlgebra y geometria. La fuerza e importancia de
estas ideas y de sus aplicaciones se aclarardn mds adelante en el libro. En este capitulo se
introducird la derivada de una funcién, asi como las reglas importantes para encontrar de-

P rianas. También se analizard el uso de la fierivadg para analizar la razén de cambio de una
P cantidad, tal como la razén a la cual cambia la posicién de un cuerpo.

491



492 Capitulo 11

S
Objetivo

Desarrollar la idea de una recta que
es tangente a una curva, definir la
pendiente de una curva, definir una
derivada y darle una interpretacion
geométrica. Calcular derivadas
mediante el uso de la definicion

L

Rectas tangentes

Diferenciacion

FIGURA 11.1 Rectas tangentes a un
circulo.
y
ol
y = fx)
"
Recta secante

FIGURA 11.3 Recta secante PQ.

X

11.1 La derivada

El problema principal del cdlculo diferencial consiste en encontrar la pendiente de la recta
tangente en un punto situado sobre una curva. Quiz4 en la clase de geometria de bachillerato
vio usted que una recta tangente, o fangente, a un circulo es una recta que toca al circulo en
un solo punto exacto (figura 11.1). Sin embargo, esta idea de una tangente no es muy util
en otras clases de curvas. Por ejemplo, en la figura 11.2a), las rectas L, y L, intersecan a
la curva en exactamente un solo punto, P. Aunque L, no se veria como la tangente en este
punto, parece natural que L, si lo sea. En la figura 11.2b) se podria considerar de manera
intuitiva que L, es la tangente en el punto P, aunque L, interseca a la curva en otros puntos.

y y

ANy N\
/ N~

L;es unarecta
tangente en P.

b)
FIGURA 11.2 Recta tangente en un punto.

-/

L1 es una recta tangente
en P, pero L, no lo es.

a)

En los ejemplos anteriores, puede verse que la idea de que una tangente es simplemente
una linea que interseca una curva en sélo un punto resulta inadecuada. Para obtener una
definicion conveniente de recta tangente, se utiliza el concepto de limite y la nocién geomé-
trica de recta secante. Una recta secante es una linea que interseca una curva en dos o més
puntos.

Observe la gréfica de la funcién y = f(x) en la figura 11.3. Se desea definir la recta
tangente en el punto P. Si Q es un punto diferente sobre la curva, la linea PQ es una rec-
ta secante. Si Q se desplaza a lo largo de la curva y se acerca a P por la derecha (vea la figura
11.4), PQ, PQ", etc., son rectas secantes caracteristicas. Si Q se acerca a P por la izquierda,
PQl , PQZ, etc., son las secantes. En ambos casos, las rectas secantes se acercan a la misma
posicion limite. Esta posicion limite comun de las rectas secantes se define como la recta
tangente a la curva en P. Esta definicion parece razonable y se aplica a las curvas en gene-
ral, no sélo a los circulos.

Una curva no necesariamente tiene una recta tangente en cada uno de sus puntos. Por
ejemplo, la curva y = |x| no tiene una tangente en (0, 0). Como se puede ver en la figura
11.5, una recta secante que pasa por (0, 0) y un punto cercano a su derecha en la curva,
siempre serd la recta y = x. Asi, la posicion limite de tales rectas secantes es también la recta

y ’ PO
oy ro’
/ o
/ PQ!//
y
PO, \ /
PO, \ /
O N \ =
’ Posicion limite
(tangente en P) P <
y=—xx< 0 y=xx = 0
X X
1(0,0)

FIGURA 11.4 La recta tangente es una posicion limite de las rectas secantes.

FIGURA 11.5 No hay recta tangente
para la gréfica de y = |x| en (0, 0).
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y = x. Sin embargo, una recta secante que pase por (0, 0) y un punto cercano a su izquierda
sobre la curva, siempre serd la recta y = —x. Entonces, la posicién limite de tales rectas
secantes es también la recta y = —x. Como no existe una posicién limite comun, no hay una
recta tangente en (0, 0).

Ahora que se tiene una definicion conveniente de la tangente a una curva en un punto,
puede definirse la pendiente de una curva en un punto.

Definicion
La pendiente de una curva en un punto P es la pendiente, en caso de que exista, de la
recta tangente en P.

Como la tangente en P es una posicion limite de las rectas secantes PQ, consideremos
ahora la pendiente de la tangente como el valor limite de las pendientes de las rectas secan-
tes conforme Q se aproxima a P. Por ejemplo, considere la curva f(x) = x? y las pendientes
de algunas rectas secantes PQ,donde P = (1, 1).Parael punto Q = (2.5,6.25),la pendiente de
PQ (veala figura 11.6) es

elevacion 6.25—1

mpo = " = =35
desplazamiento 25 -1
y
(2.5,6.25)
625 —1
mpo =351 ~ 3
y = f(x) = x*
// Recta tangente
"
X

FIGURA 11.6 Recta secante a f(x) = x> que pasa por (1, 1) y (2.5, 6.25).

En la tabla 11.1 se incluyen otros puntos Q situados sobre la curva, asi como las co-
rrespondientes pendientes de PQ. Observe que conforme Q se aproxima a P, las pendientes
de las rectas secantes parecen aproximarse al valor 2. Entonces, puede esperarse que la
pendiente de la recta tangente indicada en (1, 1) sea 2. Esto se confirmard mds adelante en
el ejemplo 1. Pero primero deseamos generalizar el procedimiento.

(0] Pendiente de PQ
(2.5, 6.25) (6.25-1)/25—-1)=35
2,4) “@4-1H/2-1)=3
(1.5,2.25) 225-1)/15-1)=25
(1.25, 1.5625) (1.5625 — 1)/(1.25 — 1) = 2.25
(1.1, 1.21) 1.21 =1)/(1.1—=1)=2.1

(1.01, 1.0201) (1.0201 — 1)/(1.01 — 1) =2.01



494  Capitulo 11

Diferenciacion

y
0 / (z, f(2))
y = flx) f(z) = fla)
(a, fla)) Mpg = w
Jr
z—a=h
a ; x

FIGURA 11.7 Recta secante que pasa por Py Q.

Para la curva y = f(x) de la figura 11.7, se encontrard una expresion para la pendiente en
el punto P = (a, f(a)). Si Q = (z,f(2)), la pendiente de la recta secante PQ es

f@) —f(a)
mpyg = —————
Z—a
Si le llamamos 4 a la diferencia z — a, entonces podemos escribir z como a + h. Aqui

se debe tener /2 # 0, porque si 4 = 0, entonces z = a y no existird recta secante. De acuerdo
con esto,

f@—f@ _flath—fa

z—a h

me =

Cuaél de estas dos formas sea la mds conveniente para expresar Mp, depende de la natura-
leza de la funcion f. Conforme Q se desplaza a lo largo de la curva hacia P, 7 se aproxima
a a. Esto significa que & se aproxima a cero. El valor limite de las pendientes de las rectas
secantes —que es la pendiente de la recta tangente en (a, f(a))— es

. f@—=fl@ . fla+h) —f(a)
Mgy = lim™—————— = lim ——————~
z>a z7—a h—0 h

@

De nuevo, cudl de estas dos formas sea la mas conveniente —cual de los limites es mas
facil de determinar— depende de la naturaleza de la funcién f. En el ejemplo 1, se usard
este limite para confirmar la conclusion anterior de que la pendiente de la recta tangente a
la curva f(x)> = x?>en (1, 1) es igual a 2.

EJEMPLO 1 Determinacion de la pendiente de una recta tangente

Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) = x* en el punto (1, 1).

Solucion: La pendiente es el limite en la ecuacién (1) con f(x) =x*ya = 1:

fAd+h—f) (1+h)? = (1)

lim = lim
h—0 h h—0 h
1 +2h+h—1 2h+ K
=lim —— = Ilim
h—0 h =0 h
h2+h
—im D o =2
h—0 h—0

Por lo tanto, la recta tangente a y = x> en (1, 1) tiene pendiente igual a 2. (Vea la figura 11.6).

Ahora resuelva el problema 1 <



Para calcular una derivada por medio
de la definicién, se requiere precision.
Por lo general, el cociente de
diferencias requiere de una
manipulacién considerable antes de
realizar el paso del limite. Esto
demanda que cada paso escrito vaya
precedido por “lim,
que el paso del limite atin sigue
pendiente. Observe que después de
realizar el paso del limite, 4 ya no
estd presente.

” para indicar

iADVERTENCIAT\

dy
La notacién o —, que se denomina

notacion de Leibniz, no debe
considerarse como una fraccion,
aunque lo parezca. Es sélo un simbolo
para representar una derivada.

Aln no le hemos dado un significado
a stmbolos individuales como dy y dx.
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Es posible generalizar la ecuacién (1) de manera que sea aplicable a cualquier punto
(x, f(x)) ubicado sobre una curva. Si se reemplaza a por x se obtiene una funcion, llamada
derivada de f, cuya entrada es x y cuya salida es la pendiente de la recta tangente a la curva
en (x, f(x)), siempre que la recta tangente exista y tenga una pendiente. (Si la recta tangente
existe pero es vertical, entonces no tiene pendiente). Asf, se tiene la definicién siguiente que
constituye la base del célculo diferencial:

Definicion
La derivada de una funcion fes la funcion denotada como £’ (se lee “f prima”) y definida por

f(& f(\) i TEER @)
m-—-7

h—0 h

f/(x) = lfm @)
siempre que este 1imite exista. Si f'(a) puede encontrarse (quizd no todas las f'(x) pue-
dan encontrarse), se dice que f es diferenciable en a'y a f'(a) se le llama derivada de f
en a o derivada de f con respecto a x en a. El proceso de encontrar la derivada se llama
diferenciacion.

En la definiciéon de la derivada, la expresion

f@—f) _ fet+h) —f()

7—x h

donde z = x + h, se llama cociente de diferencias. Asi, f'(x) es el limite de un cociente de
diferencias.

EJEMPLO 2

Si f(x) = x?, encuentre la derivada de f.

Uso de la definicion para encontrar la derivada

Solucion: Al aplicar la definicion de una derivada se obtiene

f(X+h) J@)

f'(x) = lim
, (x+h)2—x o xXr 4 2xh+h? —
= lim ——— — = lim
h—0 h h—0 h
2xh + h? h(2 h
im 2P i PO ox by = 2
h—0 h h—0 h—0

Observe que, al obtener el limite, se trata a x como una constante porque es 4 y no x la que
estd cambiando. Observe también que f'(x) = 2x define una funcién de x, lo cual puede in-
terpretarse como la pendiente de la recta tangente a la grafica de fen (x, f(x)). Por ejemplo, si
x = 1, entonces la pendiente es /(1) =2 - 1 =2, 1o que confirma el resultado del ejemplo 1.

Ahora resuelva el problema 3 <

Ademads de la notacién f'(x), otras formas usadas para denotar a la derivada de y = f(x)
en x son

dy
— se lee “de y, de x”
d dx
d—(f (x)) “de f(x), de x”
X

y y prima”
D,y (“de x de y”)
Di(f(x))  (“dexdef(x)”)

Como la derivada proporciona la pendiente de la recta tangente, f’(a) es la pendiente de
la recta tangente para la grafica de y = f(x) en (a, f(@)).
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Otras dos notaciones para la derivada de fen a son

dy

/
i y(a)

EJEMPLO 3 Determinacion de una ecuacion de una recta tangente
Sif(x) = 2x> + 2x + 3, encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica de fen (1,7).
Solucién:

Estrategia Primero se determinard la pendiente de la recta tangente calculando la de-
rivada y evaludndola en x = 1. Mediante el uso de este resultado y del punto (1, 7) en la
forma punto-pendiente se obtiene una ecuacion de la recta tangente.

Se tiene,

e+ h) —f(x)
h

fix)= %gr(l)

En el ejemplo 3 no es correcto decir C Qx+h)r 2+ h) +3) —(2x2 +2x +3)
que, como la derivada es 4x + 2, la = 11113(1) h
recta tangenteen (1,7)esy — 7 = 2 2 2
(4x + 2)(x — 1). (Esta ni siquiera — lfm 2x" 4 4xh + 20" + 2x +2h +3 — 2x" —2x —3
es la ecuacidn de una recta). La h—0 h
derivada debe evaluarse en el punto . dxh + 2h% +2h )
de tangencia para determinar la = 1&13(1) = %lil’(l) (4x+2h+2)
pendiente de la recta tangente. Por lo que

Fl(x) =4x +2

y

f(H=41)+2=6

Asf, la recta tangente a la gréfica en (1, 7) tiene pendiente de 6. Una forma punto-pendiente
de esta tangente es
y—T=6(x—1)

cuya forma pendiente-interseccion es
y=06x+1

Ahora resuelva el problema 25 <

EJEMPLO 4 Determinacion de la pendiente de una curva en un punto
Encuentre la pendiente de la curva y = 2x 4 3 en el punto donde x = 6.

Solucion: La pendiente de la curva es la pendiente de la recta tangente. Si hacemos
y =f(x) = 2x + 3, tenemos

y . fx+h—fx) . Qx+h)+3)—Q2x+3)
— = lim = lim
dx  h—0 h h—0 h

2h
=lim—=1m2=2
h—0 h h—0

Como dy/dx = 2, cuando x = 6, o de hecho en cualquier punto, la pendiente es 2. Observe
que la curva es una linea recta que tiene la misma pendiente en cada punto.

Ahora resuelva el problema 19 <
EJEMPLO 5 Una funcién con una recta tangente vertical
d
Encuentre — (+/%).
dx

Solucién: Al hacer f(x) = /x, se tiene

4oy = i LEHED =T
dx h

h—0

= lim
h—0

Vx+h—Jx
h



Para calcular limites, con frecuencia
es util racionalizar los numeradores o
denominadores de las fracciones.

Recta
tangente
en (0, 0)

y=x

X

|
FIGURA 11.8 Recta tangente vertical
en (0, 0).

Con frecuencia, resulta mds natural
utilizar variables diferentes a x y y en
los problemas aplicados. El tiempo,
denotado por ¢, la cantidad, por g,y
el precio, por p, son ejemplos obvios.
Lo anterior se ilustra en el ejemplo 6.

APLIQUELO »

1. Si una pelota se lanza hacia arriba a
una velocidad de 40 pies/s desde una
altura de 6 pies, su altura H en pies
después de ¢ segundos estd dada por

dH
H = 6 + 40t — 16/2. Encuentre —
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Cuando /& — 0, tanto el numerador como el denominador tienden a cero. Esto puede evitar-

se racionalizando el numerador:

Vith— V& _ Vath—Jx Jrth+Jx
h h VX +h+Jx
b+ —-x h
VX RA YY) R xR+ )
Por lo tanto,
1 1 1
R Yy vl sy il v e

Observe que la funcién original, </x, est4 definida para x > 0, pero su derivada 1/(2/x),
estd definida sélo cuando x > 0. La raz6n para esto resulta evidente a partir de la gréfica de
y = +/x mostrada en la figura 11.8. Cuando x = 0, la tangente es una recta vertical, por lo
que su pendiente no estd definida.

Ahora resuelva el problema 17 <

En el ejemplo 5 se vio que la funcién y = 4/x no es diferenciable cuando x = 0, ya
que la recta tangente es vertical en ese punto. Vale la pena mencionar que y = |x| tampoco
es diferenciable cuando x = 0, pero por una razén diferente: no existe recta tangente en ese
punto. (Vea la figura 11.5). Ambos ejemplos muestran que el dominio de f’ debe estar es-
trictamente contenido en el dominio de f.

Con frecuencia, la notacién de Leibniz es ttil para indicar una derivada porque hace
énfasis en las variables independiente y dependiente implicadas. Por ejemplo, si la variable
p es una funcién de la variable ¢, se habla de la derivada de p con respecto a g, que se escribe
como dp/dgq.

EJEMPLO 6 Determinacion de la derivada de p con respecto a ¢

d

1
Sip=f(g) = — encuentre—p
2q° d

Solucién: Este problema se resolverd primero usando el limite # — 0 (el Gnico que se ha
utilizado hasta ahora) y después se empleard r — ¢ para ilustrar la otra variante del limite.

D _d (L) M4 10
dg ~ dq h—0 h
ot a—(q+h
. 2q+h) 2 . 2q(qg+h)
= hm _—— = hm —
h—0 h h—0 h
. qg—(g+h . —h
fm fm
T =0 h(2q(q + h)) h—0 h(2q(q + h))
) -1 1
=lim —— = ——
h—02q(q + h) 24g>
También se tiene
dp " fr)—1(q)
dq 4 r—gq
1 1 q—r
. 2r 2q 3 2rq
= lim ———— = lim
r—q r—q r=qr—gq
=1 —1
= lim — =

M = 2
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y = flx)

|
a

FIGURA 11.9 fno es continua en a,
entonces f no es diferenciable en a.

Se deja a criterio del lector decidir cudl de las dos formas conduce al cdlculo mds simple del
limite en este caso.
Observe que cuando g = 0 la funcién no estd definida, asi que la derivada tampoco estd
definida cuando ¢ = 0.
Ahora resuelva el problema 15 <

Tenga en mente que la derivada de y = f(x) en x no es otra cosa que un limite, a saber

i L&+ P —f )

m———
h—0 h

de manera equivalente

- f@)—f)

lim
—>X —X

cuyo uso acabamos de ilustrar. Aunque la derivada puede interpretarse como una funcién
que da la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (x, f(x)), esta interpre-
tacidn sélo es una convencidon geométrica que nos ayuda a entender su significado. El limite
anterior puede existir independientemente de cualquier consideracion geométrica. Como se
verd después, existen otras interpretaciones Utiles de la derivada.

En la seccién 11.4, se hard uso técnico de la siguiente relacion entre diferenciabilidad
y continuidad. Sin embargo, es de importancia fundamental y necesita entenderse desde el
principio.

Si f'es diferenciable en a, entonces fes continua en a.

Para establecer este resultado, se supondrd que fes diferenciable en a. Entonces f'(a) existe y

h) —
i (D 1@ _

Considere el numerador f(a + h) — f(a) cuando 2 — 0. Se tiene

lim (f(a+ ) = f(@)) = lim (w , h)

fla+h—f@

lim
h—0

- i S
=f(@-0=0

Por lo tanto, lim,  (f(a + h)) — f(a)) = 0. Esto significa que f(a + h) — f(a) tiende a 0
cuando &2 — 0. En consecuencia,

lim f(a + ) = f(a)

Como se estableci6 en la seccidén 10.3, esta condicidn significa que fes continua en a. En-
tonces, lo anterior prueba que f es continua en a cuando f es diferenciable ahi. De manera
mads simple, se dice que la diferenciabilidad en un punto implica continuidad en dicho
punto.

Si una funcién no es continua en un punto, entonces no puede tener una derivada ahi.
Por ejemplo, la funcién de la figura 11.9 es discontinua en a. La curva no tiene tangente en
ese punto, por lo tanto la funcién no es diferenciable ahi.

EJEMPLO 7 Continuidad y diferenciabilidad

a. Sea f(x) = x?. La derivada, 2x, esté definida para todos los valores de x, de manera que
f(x) = x* debe ser continua para todos los valores de x.

1
b. La funcién f(p) = o™ no es continua en p = 0 porque f no estd definida ahi. Asi que la
D

derivada no existe en p = 0.
<



f(x) = Ixl

AN !
Continua en x = 0, pero
no diferenciable en x = 0

FIGURA 11.10 La continuidad no
implica diferenciabilidad.
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La inversidn del enunciado de que la diferenciabilidad implica continuidad es falsa. Es
decir, la continuidad no implica diferenciabilidad. En el ejemplo 8 se verd una funcién que
es continua en un punto, pero que no es diferenciable ahi.

EJEMPLO 8 Continuidad no implica diferenciabilidad

La funcién y = f(x) = |x| es continua en x = 0. (Vea la figura 11.10). Como se menciond an-
tes, no existe una recta tangente en x = 0. Por lo tanto, no existe derivada ahi. Esto muestra
que la continuidad no implica diferenciabilidad.

<

Por ultimo, es importante hacer la observacién de que mientras que la diferenciabilidad
de fen a implica continuidad de f'en a, la funcién derivada, f’, no es necesariamente con-
tinua en a. Desafortunadamente, el ejemplo clédsico estd construido a partir de una funcién
que no se considera en este libro.

PROBLEMAS 11.1 s

En los problemas 1y 2, se da una funcion f'y un punto P sobre su 21. Encuentre la pendiente de la curva y = 4x?> — 5 cuando x = 0.

grdfica.

(a) Encuentre la pendiente de la recta secante PQ para cada punto
0 = (x, f(x)) cuyo valor x estd dado en la tabla. Redondee sus res-

puestas a cuatro decimales.

(b) Use sus resultados del inciso (a) para estimar la pendiente de

la recta tangente en P.
L f(x)=x>+3,P=(-2,-5)

22. Encuentre la pendiente de la curva y = +/2x cuando x = 18.

En los problemas del 23 al 28, encuentre la ecuacion de la recta
tangente a la curva en el punto dado.

23. y=x+43,7) 24, y=3x2—4;(1,-1)
25. y=x*+2x+3;(1,6) 26. y=(x—7)%(6,1)

Valor xde Q|—3|—2.5|-2.2

4 5
27. y=——; (3,1 28 y= ——;(2,—1
Y= 3. D y ( )

—2.1[—2.01[—2.001 1~ 3x

me

2. f(x) =€, P=(0,1)

29. Bancos Algunas ecuaciones pueden incluir derivadas de
funciones. En un articulo sobre desregulacion de la tasa de interés,

ValorxdeQ |1]0.5]0.2

. ) i
011001 T0.001 Christofi y Agapos' resuelven la ecuacion

npg

= () ()

En los problemas del 3 al 18, emplee la definicion de la derivada

para encontrarla en cada caso.

para 7 (letra griega “eta”). Aqui r es la tasa de depdsito pagada por

3. f(x) sif(x)=x 4. f'(x) sif(x)=4x—1 los bancos comerciales, r;, es la tasa ganada por estos bancos, C es
dy | dy | el costo administrativo de transformar los depdsitos en activos que
S. o Y= 3x+5 6. o Y= —5x pagan rendimiento, D es el nivel de los depdsitos de ahorro y 7 es
d d la elasticidad de los depdsitos con respecto a la tasa de depdsito.
7. —(3 —2x) 8. — (1 — f) Encuentre n.
dx dx 2
9. f'(x) sif(x)=3 10. f'(x) sif(x)=7.01 En los problemas 30y 31, utilice la funcion “derivada numérica” de
) ) ) 5 ' su calculadora grdfica para estimar las derivadas de las funciones en
11. i(XZ +4x —8) 12. y siy=x"+3x+2 los valores indicados. Redondee sus respuestas a tres decimales.
dx
dp d BE30. f(x) =v2x2+3x50=1,x=2
13. == sip=3¢4+2¢q+1 14, —(x*—x—3) _
dq dx B3l f(x) =e¢'@dx—T7);x=0,x=1.5
15. y siy= 9 16. d£ siC=7+2q— 3¢ En los problemas 32 y 33, utilice el enfoque del “limite del cociente
X dq de diferencias” para estimar f'(x) en los valores indicados de x.
; ) ) ) 3 Redondee sus respuestas a tres decimales.
17. f'@) sifx) = v2x 18. H'(x) SIH(X)ZE =32 fx) =xIlnx —x;x=1,x=10

19. Encuentre la pendiente de la curva y = x> + 4 en el punto (=2, 8). 33. f(x) = X4 4x + 2. 2= _4

20. Encuentre la pendiente de la curva y = 1 — x> en el punto (1, 0).

X
x3=-3 7

'A. Christofi y A. Agapos, “Interest Rate Deregulation: An Empirical Justi-
fication”, Review of Business and Economic Research, XX, nuim. 1 (1984),
pp- 39-49.
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(5] 34. Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la curva tienen pendientes positivas en esos intervalos. Observe el intervalo
f(x) = x*> + xen el punto (-2, 2). Grafique la curva y la recta tan- donde f’(x) es negativa. Note que las rectas tangentes a la gréfica de
gente. Observe que la recta tangente es una buena aproximacién a ftienen pendientes negativas en este intervalo.

la curva cerca del punto de tangencia.

35. La derivada de f(x) = x> — x + 2 es f'(x) = 3x*> — 1. Grafique f
y su derivada f’. Observe que hay dos puntos sobre la grafica
de fdonde la recta tangente es horizontal. Para los valores x de esos
puntos, ;cudles son los valores correspondientes de f'(x)? ;Por qué
se esperan esos resultados? Observe los intervalos en los que

En los problemas 36 y 37, verifique la identidad (z — x)

(Z::ol x"z"flf") = 7" — x" para los valores indicados de n y calcule
la derivada usando la forma 7z — x de la definicion de derivada que
se dio en la ecuacion (2).

BE36. n=4,n=3,n=2; f(x)sif(x)=2x"+x>—3x?

f'(x) es positiva. Note que las rectas tangentes a la grafica de f 37. n=5n=3; f(x)sifx)=4x>—3x>

S
Objetivo

Desarrollar las reglas basicas para
la diferenciacion de funciones
constantes y funciones de
potencia, asi como las reglas
combinadas para diferenciar un
multiplo constante de una funcion
y la suma de dos funciones.

c‘ f(x) =c

La pendiente es cero
en todas partes
| X

FIGURA 11.11 La pendiente de una
funcion constante es 0.

11.2 Reglas para la diferenciacion

La diferenciacién de una funcién mediante el uso directo de la definicién de la deriva-
da puede ser tediosa. Sin embargo, si una funcién estd construida a partir de funciones
mds simples, entonces la derivada de la funcién mds complicada puede ser construi-
da a partir de las derivadas de funciones mds simples. En dltima instancia, s6lo es ne-
cesario conocer las derivadas de algunas funciones bdsicas y las maneras de ensamblar
derivadas de funciones construidas a partir de las derivadas de sus componentes. Por
ejemplo, si las funciones f y g tienen derivadas de f’y g’, respectivamente, entonces
f + g tiene una derivada dada por (f + g) = f' + ¢’. Sin embargo, algunas reglas son
menos intuitivas. Por ejemplo, si f - g denota la funcién cuyo valor en x estd dado por
(f - @)(x) = f(x) - g(x), entonces (f - g) = f'-g+f-g. En este capitulo se estudia la
mayoria de estas reglas de combinacién y algunas reglas bésicas para calcular derivadas de
ciertas funciones bdsicas.

Primero se mostrard que la derivada de una funcién constante es cero. Recuerde que
la gréfica de una funcién constante f(x) = c es una linea horizontal (vea la figura 11.11), la
cual tiene pendiente nula en todo punto. Esto significa que f'(x) = 0, independientemente
del valor de x. Como prueba formal de este resultado, se aplica la definicién de la derivada

af(x)=c:
/e S fGHR—f@)  c—c
f(x) =lim = lim
h—0 h h—0
.0
=lim-=1im0=0
h—0 h h—0

De esta manera, se tiene la primera regla:

REGLA BASICA 0 Derivada de una constante

Si ¢ es una constante, entonces
d (c)=0
—(c) =
dx

Esto es, la derivada de una funcion constante es cero.

EJEMPLO 1 Derivadas de funciones constantes

a. d—(3) = 0 porque 3 es una funcion constante.
x
b. Sig(x) = +/5, entonces g'(x) = 0 porque g es una funcién constante. Por ejemplo, la
derivada de g cuando x = 4 es g’(4) = 0.
c. Sis(t) = (1938 623)3%74 entonces ds/dt = 0.
Ahora resuelva el problema 1 <

La siguiente regla da una férmula para la derivada de “x elevada a una potencia cons-
tante” —esto es, la derivada de f(x) = x%, donde a es un nimero real arbitrario—. Una fun-
cién que tenga esta forma se llama funcién potencia. Por ejemplo, f(x) = x? es una funcién
potencia. Aunque la regla enunciada es vdlida para todo nimero real a, se establecerd sélo
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En el calculo, existe mucho mas
que esta regla.
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para el caso en que a es un entero positivo, n. La regla es tan importante para el célculo dife-
rencial que justifica un desarrollo detallado —sd6lo en el caso donde a es un entero positivo,

n—. Ya sea que se use la forma 4 — 0 de la definicién de derivada o la forma z — x, el
n

X
célculo de I resulta muy instructivo y proporciona una buena préctica con la notacion de
X

suma (notacién sigma), cuyo uso es mds esencial en capitulos posteriores. Se proporciona
un célculo para cada posibilidad. Como veremos, para usar la forma 4 — 0 de la ecuacion
2 de la seccion 11.1, es necesario expandir (x + h)", y para emplear la forma z — x, debe
factorizarse z" — x".

Para la primera de estas opciones se recuerda el teorema binomial de la seccién 9.2:

(x+h)' = Z LCx" R
i=0

donde las ,C, son los coeficientes binomiales, cuyas descripciones precisas, excepto para
.Co =1y ,C, = n,no son necesarias aqui (pero estin dadas en la seccion 8.2). Para la se-
gunda opcidn se tiene

n—1
(z —x) inzn—l—i =1 — "
i=0

que se verifica de manera sencilla realizando la multiplicacién y usando las reglas que se
dieron en la seccion 1.5 para manipular notaciones de suma. De hecho, se tiene

n—1 n—1 n—1
(z —x) inzn—l—i :szizn—l—i _xzxizn—l—i
i=0 i=0 i=0
n—1 n—1
— inznfi . inJrlanlfi
i=0 i=0

n—1 n—2
— Zn+§ xizn—i _ § :xi+lzn—l—i+x11
i=1 i=0

=7 —x"

donde se deja al lector la verificacién de que las notaciones de suma desde el segundo hasta

el dltimo rengldén realmente se cancelan como se muestra.

REGLA BASICA 1 Derivada de x
Si a es cualquier ndmero real, entonces

d
a(xa) — axa—l

Esto es, la derivada de una potencia constante de x es igual al exponente multiplicado por
x elevada a una potencia menor en una unidad que la de la potencia dada.

Para una n que es un entero positivo, si f(x) = x", la definicién de la derivada da

fa+hm—fx)y . (x+h)"—x"
— <  =lim—
h h—0 h

De acuerdo con el desarrollo anterior de (x + h)”,

n
n—iyi n
E 2CixX"'h — X

i=0

f(x)= }lfm

—0

o= fin = —;

Xn: nCixnfihi

@ 4, =1
= lim
h—0 h
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n
h Z ncixn—ihi—l

) 4, i=1
= lim
h—0 h

n
3 ., P
) Iim LCix" iR

i=1

@ . n— g n—iypi—
:}ll_r)%(nx l—l—z,,C,-x h l)

i=2

donde los pasos faltantes se justifican de la manera siguiente:

(1) Enlanotacién de suma, el término i = 0 es nCOx”hO = x", de manera que se cancela con
el dltimo término separado: —x".

(2) Es posible extraer un factor comun de 4 a partir de cada término de la suma.

(3) Este es el paso crucial. Las expresiones separadas por el signo de igual son limites,
cuando & — 0, de funciones de /& que son iguales para i # 0.

(4) En la notacién de suma, el término i = 1 es ,C,x"~'h° = nx"~'. Es el tinico que no con-
tiene un factor de /1 y se separa de los otros términos.

(5) Por dltimo, en la determinacion del limite se utiliza el hecho de que el término aislado
es independiente de /; mientras que los otros términos contienen a 7 como un factor y,
por lo tanto, tienen limite igual a 0 cuando & — 0.

Ahora, usando el limite z — x para la definicién de la derivada y f(x) = x", se tiene

oy = i D ID g T
=X Z—X h—0 7 —X

Por el estudio previo sobre la factorizacion de z" — x”, se tiene

n—1
(z — x) (inzn—l—t)
f'(x) = lim i=0

—X Z—X

n—1

(O i n—1—i
= Ifm E XlZn 1—i
—>X N

donde, ahora, los pasos faltantes se justifican de la manera siguiente:

(1) Aqui, el paso crucial se da primero. Las expresiones separadas por el signo de igual son
limites cuando z — x de funciones de z que son iguales para z # x.

(2) El limite se da por evaluacion porque la expresion es un polinomio en la variable z.

(3) Se emplea una regla obvia de los exponentes.

(4) Cada término de la suma es x"~!, independiente de i, y hay n de esos términos.
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1
En el ejemplo 3(b), no reescriba ——=
Xy/x

1 .
como — y después sélo derive el
32

denominador.
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EJEMPLO 2 Derivadas de potencias de x

d
a. Segun la regla bdsica 1, d—(xz) =2x*"1 = 2x.
X

b. SiF(x) = x = x!, entonces F'(x) = 1 -x!~1 = 1-x% = 1. Asi, la derivada de x con res-
pectoaxes 1.
c. Sif(x) =x719 entonces f'(x) = —10x~10"1 = —10x~11.

Ahora resuelva el problema 3 <

Cuando se aplica una regla de diferenciacion a una funcidn, algunas veces, la funcién
debe reescribirse primero de manera que tenga la forma apropiada para esa regla. Por ejem-

plo, para diferenciar f(x) = — brimero debe escribirse f como f(x) = x~1%y luego proce-
X

der como en el ejemplo 2(c).

EJEMPLO 3 Reescribir funciones en la forma x¢

a. Para diferenciar y = \/x, se escribe \/x como x!/> de modo que tenga la forma x”. Asf,

dy 1 1 1
W_lap-r_L—p L

dx 2 2 2%

la cual coincide con el cdlculo del limite del ejemplo 5 visto en la seccion 11.1.

1
b. Sea h(x) = 7 Para aplicar la regla bdsica 1, debe reescribirse a(x) como h(x) = x—3/?
x/x

de modo que tenga la forma x". Se tiene

d 3 3
% — =3/2y — _Z,(=3/9)-1 _ _~ . -5/2
()= () = —Sx o

Ahora resuelva el problema 39 <

Ahora que puede decirse inmediatamente que la derivada de x* es 3x?, surge la pregunta
de qué hacer con la derivada de un muiltiplo de x>, como 5x3. La siguiente regla trata sobre
la diferenciacién de una constante por una funcion.

REGLA COMBINADA 1 Regla del factor constante
Si fes una funcién diferenciable y ¢ una constante, entonces c¢f(x) es diferenciable y

d
d—(cf(x)) = of'(x)
x

Esto es, la derivada de una constante por una funcion es igual a la constante por la deri-
vada de la funcién.

Demostracion. Si g(x) = cf(x), al aplicar la definicion de la derivada de g se obtiene

g +h) —g) of x+h) —cf(x)

g0) = i h = I
gy ( f(x+h)—f(X)>_ . fx+h)—fx)
=lm|{c.:————F———— ) =c¢ - lImM——F—"—=
h—0 h h—0 h
Pero }lﬁ%w es f(x); por lo que g'(x) = ¢f’(x).
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iADVERTENCIAN

Para diferenciar f(x) = (4x)3, la regla
bésica 1 no se puede aplicar de manera
directa. Se aplica a una potencia de la
variable x, no a una potencia de una
expresion que incluya a x, como 4x.
Para aplicar estas reglas, se escribe
F) = (dx)® = 433 = 64x3. Asi,

)= 641()8) = 64(3x%) = 192x°.
dx

EJEMPLO 4 Diferenciacion de una constante por una funcion

Diferencie las siguientes funciones.
a. g(x) = 5x°

Solucién: Aqui g es una constante (5) por una funcién (x?). Asf,
d .3 d s .
—(Bx7)=5—(x") Regla combinada 1
dx dx
=50Bx"1)=15x*  Regla bdsica |
13¢g
b. f(g) = =
Solucién:

Estrategia Primero se reescribe f como una constante por una funcién y después se
aplica la regla bésica 1.

13¢ 13 13 ., .
Como = = ?q, fes la constante 5 por la funcién g. Asi,
, 13 d .
@) =—=—( Regla combinada 1
5 dq
13 13 o
=—-1=— Regla basica 1
5 5
B 0.25
c.y= 7

Solucién: y puede expresarse como una constante por una funcion:

1 2
R =2/5
y=0.25 73 0.25x

De modo que,

/ d . s .
y = 0.25d—(x ) Regla combinada 1
X

2
=0.25 (—gx—7/5> =—0.1x"""  Regla bdsica 1

Ahora resuelva el problema 7 <

La regla siguiente se refiere a la derivada de sumas y diferencias de funciones.

REGLA COMBINADA 2 Regla de una suma o una diferencia
Si fy g son funciones diferenciables, entonces f + g y f — g son diferenciables y

d
LSO+ =f '(x) +8'(x)
X

d
L@ - =f '(x) — g'(x)
X

Esto es, la derivada de la suma (o diferencia) de dos funciones es la suma (o diferencia)
de sus derivadas.

Demostracion. Para el caso de una suma, si F(x) = f(x) + g(x), al aplicar la definicion de
la derivada de F se obtiene

F(x+h)—F(x)
h
_ lfm (fx+h) + glx + h)) — (f(x) + g(x))
h—0 h

F'(x) = }%15(1)
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_(fe+h) — () + (g + h) — gx))

= }lllil’(l) ; reagrupacion
I <f(X+h) —f(x)  glx+h) —g(X))

= Iim +
h—0 h h

Como el limite de una suma es la suma de los limites,

h) — h) —
F'(x) = lim fx+h) —fx) 4 1im gx+h) — glx)
h—0 h h—0 h
Pero estos dos limites son f’(x) y g'(x). Entonces,
F'(x) =f'(x) + ¢'(x)

La demostracion para la derivada de una diferencia de dos funciones es similar.
La regla combinada 2 puede extenderse a la derivada de cualquier nimero de sumas
y diferencias de funciones. Por ejemplo,

d
E[f(x) — 8(x) + h(x) + k()] = f'(x) — g'(x) + ' (x) + k'(x)

APLIQUELO » EJEMPLO 5 Diferenciacion de sumas y diferencias de funciones

2. Si la funcién de ingreso para cierto ~ Diferencie las siguientes funciones.
producto es r(g) = 50g — 0.3¢%, deter-  a. F(x) = 3% + Jx
mine la derivada de esta funcion, tam-

. . . . Solucién: Aqui F es la suma de las dos funciones 3x° y 4/x. Por lo tanto,
bién conocida como ingreso marginal.

/ d . s d . in .
F(x) = d—(3x )+ d—(x ) Regla combinada 2
X X
d s d ip .
= 3d—(x )+ d—(x ) Regla combinada 1
x X
1 1
=30GxH + Ex_l/z = 15x* + m Regla bdsica 1
4
Z 5
b. f(z) = Z - Z'T

Solucion: Para aplicar las reglas, se reescribe f(z) en la forma f(z) = ;z* — 527173,
Como fes la diferencia de dos funciones,
1,

d d
()= e <ZZ ) — d—z(Szfl/S) Regla combinada 2

1d d

= Zd_z(Z4) — SE(Z_M) Regla combinada 1

1 1
= Z(4Z3) -5 (—524/3) Regla bdsica 1

5
=z3+§z_4/3
c.y=06x—2x*+7x -8
Solucioén P 4 4 4 d
y 3 2
Y Ty - Lo+ L - L8
dr = a0 T B = ®)

S NS N
_6dx(x) 2d)c(x)—i_7d)c(x) dx(g)
=6(3x%) —22x)+7(1) =0

=18x> —4x+7

Ahora resuelva el problema 47 <
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En los ejemplos 6 y 7 es necesario
reescribir la funcién dada de una
forma en la que se apliquen las
reglas de diferenciacion.

iADVERTENCIAN

Para obtener el valor de y del punto
sobre la curva cuando x = 1, se
evalda la funcién original en x = 1.

EJEMPLO 6 Determinaciéon de una derivada
Encuentre la derivada de f(x) = 2x(x> — 5x + 2) cuando x = 2.
Solucién: Se multiplica y después se diferencia cada término:

f(x) = 2x> — 10x% + 4x

f(0) = 2(3x%) — 10(2x) + 4(1)
= 6x° — 20x + 4

f'(2) =62 —202) +4=—12

Ahora resuelva el problema 75 <

EJEMPLO 7 Determinacion de una ecuacién de una recta tangente

Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la curva

3x2 -2
y=—
X

cuando x = 1.

Solucion:

. . d .
Estrategia Primero se encuentra d—y, que da la pendiente de la recta tangente en cual-
be

. d . .
quier punto. Al evaluar d_y en x = 1, se obtiene la pendiente de la recta tangente reque-
X

rida. Después se determina la coordenada y del punto sobre la curva cuando x = 1. Por
ultimo, se sustituyen la pendiente y ambas coordenadas del punto en la forma punto-pen-
diente para obtener la ecuacion de la recta tangente.

Si se reescribe y como una diferencia de dos funciones, se tiene

3x2 2 .
y=———-=3x—2x
X X
Por lo que,
dy P 2
— =31 -2((-1x)=3+4+ —
dx x2

La pendiente de la recta tangente a la curva cuando x = 1 es

Dl 342 s
de|._, 12

3x2 -2
Para encontrar la coordenada y del punto sobre la curva en x = 1, se evalda y = ——
en x = 1. Esto da como resultado
3(1)> -2
y= 1 =
De modo que el punto (1, 1) estd tanto sobre la curva como sobre la recta tangente. Enton-
ces, una ecuacion de la recta tangente es

y—1=5x—-1)

En la forma pendiente-interseccion, se tiene

y=5x-4

Ahora resuelva el problema 81 <



PROBLEMAS 11.2 s

En los problemas del 1 al 74, diferencie las funciones.

Lf@=n 2. f) = ()
3.y=x° 4. f(x) =x*
5. y=x% 6. y=x>!
7. f(x) =9x2 8. y=4x3
9. g(w) = 8w’ 10. v(x) = x°¢
1. y=3x 12. f(p) = V3p*

¢’ x
13. f() = T 14. y= —
15. fx)=x+3 16. f(x) =5x—e
17. f(x) = 4x* — 2x + 3 18. F(x) = 5x*> — 9x
19. () =p* —3p° -1 20. f()=—132+ 14t + 1
21, y=x*—x 22. y=—8x*+1In2

23.

24.
25.

27.

29.
30.

32.

34.
36.

38.
40.

42.

4.

46.

48.

50.

52.

54.

56.
57.

59.

y=—13x 4+ 14x> = 2x +3

Vi) =r® —7r°+3r2 + 1
fx) =213 —x%) 26.
13 —x*
o) = —— =~ 28.
3
4, .3 9x?
h(x) = 4x" +x° — T—I—Sx
5
k(x) = —2x> + gx + 11 31.
- x’ N 2x 3
X)=— + — .
P 7773
flx) =2x7145 35.
y =4x> —x733 37.
y = \/x77 39.
y =432 41.
f(s)=2s"" 43,
f(x) = 100x73 + 10x'/? 45.
3
fx) = & 47.
1
= — 49.
Y 4x3
1
y = x—z 51.
7
= — 53'
8(x) o
o= _2 55
X)=— — — .
300X
f(z) =5z3% — 62 —871/4
1
qx) = - = 58.
_ 2 60
y - \/} M

Y1) = e(t’ = 5)

4 _
f =220
RS
fx)=x"
y = x4 4 2x53
y=11Jx
fr)=6Jr
f)y=x7°
f)=x3 x> —2x°
1
y=-
X
8
=
4
8(x)=§
3
f(l)=§
x 7
f(x):7+;

flx) = —9x!/3 4 5x72/5
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6l y=x>Yx 62. f(x) = (2x*)(4x?)
63. f(x) =x(3x* —10x+7)  64. f(x) =x3(3x" — 5x% + 4)
65. f(x) = x*(3x)? 66. s(x) = /x(Jx+7Tx+2)
67. v(x) =x2(x +5) 68. f(x) =3+ Tx +11)

24 4g— ~5

69. fg) = 2L T4 =2 70. flw) = ——

q w
71 f(x) = (x — D(x +2) 72, f(x) = x*(x —2)(x + 4)

x2 4+ x3 7x3 4 x

73. w(x) = 2 74. f(x) = 65

Para cada curva descrita en los problemas del 75 al 78, encuentre las
pendientes en los puntos indicados.

75. y = 3x% +4x — 8;(0, —8),(2,12),(-3.7)

76. y =3+ 5x—3x%(0,3), (3, %), (2,—11)

77. y=4;cuandox = —4,x =7,x =22

78. y = 3x — 44 /x;cuando x = 4,x = 9,x = 25

En los problemas del 79 al 82, encuentre una ecuacion de la recta
tangente a la curva en el punto indicado.

79. y =4x* +5x+6;(1,15) 80. y=

1—x2_

5 (4’ _3)

1
8L y= 712, ) 82. y=—Jx(8,-2)

83. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva
y=3+x—5x>+x*

cuando x = 0.
84. Repita el problema 83 para la curva
V2 —2)
y =
X
cuando x = 4.

85. Encuentre todos los puntos sobre la curva

Sa_ 3
y=gZx —x
en los que la recta tangente es horizontal.
86. Repita el problema 85 para la curva

X0 X2

=X Y
Y=¢ 27"

87. Encuentre todos los puntos sobre la curva
y=x*—5x+3

en los que la pendiente es 1.

88. Repita el problema 87 para la curva

y=x*=3Ix+11

1
89. Si f(x) = \/x + —=, evalde la expresién
X

NG

x—1 ,
2xﬁ_f(x)
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90. Economia Eswaran y Kotwal? estudian economias agrarias en ~ Eswaran y Kotwal afirman que

las que hay dos tipos de trabajadores, permanentes y eventuales. Los dz aw, b
trabajadores permanentes son empleados que tienen contratos a lar- . (I+b) [ dw. mi|
go plazo y pueden recibir prestaciones como vacaciones y atencion ¢ ¢
médica. Los trabajadores eventuales se contratan por dia y realizan Verifique esta afirmacién.
trabajos menores y rutinarios como deshierbado, recoleccion y E191. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica de
trillado. La diferencia z en el costo del valor presente de contratar y=x>—2x + I enel punto (1,0). Grafique la funcién y la recta
a un trabajador permanente y a uno eventual estd dada por tangente sobre la misma pantalla.

c=(+bw —bw. 92. Encuentre una ecuacion de la r(?cta tangentf: a la gréfica de

P ¢ y = J/x en el punto (—8, —2). Grafique la funcién y la recta tangen-

donde w, y w,_ son los salarios de trabajo permanente y eventual, te sobre la misma pantalla. Observe que la linea pasa por (—8, —2)
respectivamente, b es una constante y w, es una funcién de w.. y parece ser tangente a la curva.

S
Objetivo

Explicar la tasa instantéanea de
cambio de una funcién por

medio de la velocidad e interpretar
la derivada como una tasa
instantanea de cambio. Desarrollar
el concepto “marginal” que se utiliza
con frecuencia en administracion y
economia.

[ L
01 9
t=1 t=3
FIGURA 11.12 Movimiento a lo largo
de una recta numérica.

11.3 La derivada como una razon de cambio

Se ha dado una interpretacion geométrica de la derivada como la pendiente de la recta tan-
gente a una curva en un punto. Histéricamente, una aplicacién importante de la derivada
implica el movimiento de un objeto que viaja en linea recta. Esto proporciona una manera
conveniente de interpretar la derivada como una razon de cambio.

Para denotar el cambio en una variable como x, cominmente se usa el simbolo Ax (se
lee “delta x). Por ejemplo, si x cambia de 1 a 3, entonces el cambioenxes Ax=3 — 1 =2.
El nuevo valor de x(= 3) es el valor previo mds el cambio, que es 1 + Ax. De manera simi-
lar, si ¢ se incrementa en At, el nuevo valor es ¢ + At. Se usara la notacion A en el analisis
siguiente.

Suponga que un objeto se desplaza a lo largo de la recta numérica de la figura 11.12 de
acuerdo con la ecuacién

s=f=~r

donde s es la posicion del objeto en el tiempo 7. Esta ecuacion se llama ecuacién de movi-
miento y f'se denomina funcion de posicion. Suponga que ¢ estd en segundos y s en metros.
Ent=1,laposiciénes s =f(1) = 12= 1,y ent = 3 la posicién es s = f(3) = 3> = 9. En
este intervalo de 2 segundos el objeto tuvo un cambio de posicion, o desplazamiento, de
9 — 1 = 8 metros y la velocidad promedio del objeto se define como

desplazamiento

@

Vprom = B B :
longitud del intervalo de tiempo

=—=4m/s
2

Decir que la velocidad promedio es de 4 m/s desde t = 1 hasta t = 3 significa que, en pro-
medio, la posicién del objeto cambia 4 m hacia la derecha cada segundo durante ese inter-
valo de tiempo. Sean As y At los cambios en los valores s y 7, respectivamente. Entonces la
velocidad promedio estd dada por

A
Ki —4m/s (paraelintervaloder=1ar=3)

Vprom =

La razén As/At se llama también razén de cambio promedio de s con respecto a 7 en el
intervaloder=1atr=3.

Ahora, consideremos que el intervalo de tiempo es de s6lo 1 segundo (esto es, At = 1).
Entonces, para el intervalo mds cortode t =1 at =1 + At = 2, se tiene f(2) = 2> = 4, por
lo que

As  fQQ)—f1) 4-1
Vprom = —— = =

At At 1

=3m/s

2M. Eswaran y A. Kotwal, “A Theory of Two-Tier Labor Markets in Agrarian Economies”, The American Econo-
mic Review, 75, nim. 1 (1985), pp. 162-177.
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Duracién del

intervalo Intervalo de tiempo Velocidad promedio
A 14+ Ar) —f(l
At t=lar=1+As 29 e =il)

At At
0.1 t=lar=1.1 2.1 m/s
0.07 t=1at=1.07 2.07 m/s
0.05 t=1at=1.05 2.05 m/s
0.03 t=1at=1.03 2.03 m/s
0.01 t=1at=1.01 2.01 m/s
0.001 t=1at=1.001 2.001 m/s

De manera mds general, en el intervalode t = 1 ar = 1 4+ At, el objeto se desplaza a
partir de la posicion f(1) hasta la posicion f(1 + Ar). Entonces, su desplazamiento es

As =f(1 + An) — f(1)

Como el intervalo de tiempo tiene una duracién At, la velocidad promedio del objeto esta

dada por As F(+ A — F(1)
At At

Si At se volviera cada vez mas pequeio, la velocidad promedio en el intervalo de t = 1 a
t =1 + At serfa cercana a lo que podria llamarse velocidad instantdnea en el tiempo ¢ = 1; esto
es, la velocidad registrada en un punto en el tiempo (¢t = 1), en oposicion a la velocidad regis-
trada en un intervalo de tiempo. Para algunos valores representativos de At entre 0.1 y 0.001, se
obtuvieron las velocidades promedio mostradas en la tabla 11.2, las cuales usted puede verificar.

La tabla sugiere que conforme la duracion del intervalo de tiempo se aproxima a 0, la
velocidad promedio tiende al valor de 2 m/s. En otras palabras, cuando At tiende a 0, As/At
se aproxima 2 m/s. El limite de la velocidad promedio, cuando Az — 0, se define como la
velocidad instantinea (o simplemente la velocidad), v, en el tiempo ¢ = 1. A este limite se
le llama también la razén de cambio instantanea de s con respectoatent = 1:

. . s .S+ A —f(1)
v=lim vyop = lim — = lim —— ———
At—0 At—0 At At—0 At

Vprom =

Si se piensa en At como /, entonces el limite a la derecha es simplemente la derivada de s
con respecto aten t = 1. Asi, la velocidad instantdnea del objeto en ¢t = 1 es justo ds/dt en

t=1.Comos=~y

ds _ o
dr

la velocidadent =1 es

v= — =2(1)=2m/s
=1
lo cual confirma la conclusién previa.

En resumen, si s = f() es la funcion posicién de un objeto que se desplaza en linea recta,
entonces la velocidad promedio del objeto en el intervalo de tiempo [z, r + At] estd dada por

As  f+A 1) —f()
Vprom= > = — .

At At

y la velocidad en el tiempo ¢ estd dada por

. f+ A —f(r) ds
v=lim ———~ = —
At—0 At dt

En forma selectiva, al combinar las ecuaciones para v, se tiene
ds As

— = lim —

dt A0 At
que proporciona la explicacion para la notacién de Leibniz, la cual sin esta justificacién po-
dria parecer extrafia. (Después de todo, A es la letra griega [mayuscula] correspondiente a d).
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EJEMPLO 1 Determinacion de la velocidad promedio y la velocidad

Suponga que la funcién de posicion de un objeto que se desplaza a lo largo de una recta
numérica estd dada por s = f(f) = 3> + 5, donde # estd en segundos y s en metros.

a. Encuentre la velocidad promedio en el intervalo [10, 10.1].
b. Encuentre la velocidad cuando r = 10.

Solucion:

a. Aquit =10y Ar =10.1 — 10 =0.1. Se tiene

As  f(t+ At —f(@)

Vprom =

At At
B f(1040.1) — £(10)
N 0.1
_ f00.1) —£(10)
0.1
311.03 -305 6.03
0.1 0.1
b. La velocidad en el tiempo ¢ estd dada por
ds
y=— =06t
dt
Cuando ¢t = 10, la velocidad es
d.
Bl Z6(10) = 60 mis
dr|,_yo

Observe que la velocidad promedio en el intervalo [10, 10.1] es cercana a la velocidad
en t = 10. Esto era de esperarse porque la duracion del intervalo es pequeiia.

Ahora resuelva el problema 1 <

El andlisis de la razén de cambio de s con respecto a ¢ se aplica a cualquier funcién
y = f(x). Asi, puede enunciarse lo siguiente:

Si y = f(x), entonces
tasa promedio de cambio
Ay _ fr4 Ax) —f(x) _ ])dey con respecto ax

Ax Ax en el intervalo de
xax—+ Ax
y
dy . Ay tasa instantdnea de cambio
7 = Jm == 2)
dx A0 Ax de y con respecto a x.

Como la razén instantdnea de cambio de y = f(x) en un punto es una derivada, es también
la pendiente de la recta tangente a la gréfica de y = f(x) en ese punto. Por conveniencia,
a la razon de cambio instantdnea se le llama simplemente razén de cambio. La interpreta-
cion de una derivada como una razén de cambio es extremadamente importante.

Abhora se interpretard el significado de la razén de cambio de y con respecto a x. A partir
de la ecuacion (2), si Ax (un cambio en x) es cercano a 0, entonces Ay/Ax estd proximo a
dy/dx. Esto es,

Ay _dy

_— N —

Ax  dx



APLIQUELO »

3. Suponga que la utilidad de P, obteni-
da mediante la venta de cierto produc-
to a un precio p por unidad, esta dada
por P = f(p) y la tasa de cambio de esa
utilidad con respecto al cambio en el

. _ap .
precio es % = 5enp = 25. Estime

el cambio en la utilidad P si el precio
cambia de 25 a 25.5.

APLIiQUELO »

4. La posicion de un objeto que se lan-
za hacia arriba a una velocidad de 16
pies/seg desde una altura de O pies estd
dada por y(f) = 16t — 16¢>. Determine
la tasa de cambio de y con respecto a ¢
y evaldela cuando = 0.5. Utilice su
calculadora gréfica para graficar y(7).
Emplee la grafica para interpretar el
comportamiento del objeto cuando
t=0.5.
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Por lo tanto,

d
Ay~ D Ax 3)
dx

Es decir, si x cambia en Ax, entonces el cambio en y, Ay, es aproximadamente dy/dx por el
cambio en x. En particular,

dy
si x cambia en 1, una estimacion del cambio en y es —

EJEMPLO 2 Estimacion de Ay mediante el uso de dy/dx

d
Suponga que y = f(x) y ﬁ = 8 cuando x = 3. Estime el cambio en y si x cambiade 3a3.5.

Solucién: Se tiene dy/dx =8y Ax =3.5 — 3 = 0.5. El cambio en y estd dado por Ay y, a
partir de la ecuacion (3),

d
Ay~ DA =805 =4
dx

Se destaca que, como Ay = f(3.5) — f(3), se tiene f(3.5) = f(3) + Ay. Por ejemplo, si
f(3) =5, entonces f(3.5) puede estimarse como 5 + 4 = 9.

<

EJEMPLO 3

Encuentre la razén de cambio de y = x* con respecto a x y evaldela cuando x = 2 y cuando
x = —1. Interprete los resultados.

Determinacion de una razén de cambio

Solucidén: Larazén de cambio es

d_y = 4x3

dx
Cuando x = 2, dy/dx = 4(2)> = 32. Esto significa que si x aumenta a partir de 2 en una
cantidad pequefia, entonces y aumenta aproximadamente 32 veces esa cantidad. O en forma
mads sencilla, se dice que cuando x = 2, y estd creciendo 32 veces mds rdpido que x. Cuando
x = —1,dy/dx = 4(—1)> = —4. El significado del signo menos en —4 es que, cuando x =
—1, y estd decreciendo a un ritmo 4 veces mds rapido que el aumento de x.

Ahora resuelva el problema 11 <

EJEMPLO 4

Sea p = 100 — ¢? la funcién de demanda del producto de un fabricante. Encuentre la razén
de cambio del precio p por unidad con respecto a la cantidad ¢q. ; Qué tan rdpido estd cam-
biando el precio con respecto a ¢ cuando g = 57

Razén de cambio del precio con respecto a la cantidad

Solucién: La razén de cambio de p con respecto a g es
dp

—d(IOO H=-2
g~ dg q)=—2q

d
Pl — _25)=—10
dq q=5
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Esto significa que cuando se demandan 5 unidades, un incremento de una unidad extra de-
mandada corresponde a una disminucién de aproximadamente 10 délares en el precio por
unidad que los consumidores estdn dispuestos a pagar.

<

EJEMPLO 5 Razdén de cambio de volumen

Un globo esférico estd siendo inflado. Encuentre la razén de cambio de su volumen con
respecto a su radio. Evalie esta razén de cambio cuando el radio es de 2 pies.

Solucion: La férmula para calcular el volumen V de una esfera de radio res V = %nr3. La
razén de cambio de V con respecto a r es

av 4
— = —7(3r%) = 4nr?
dr 3

Cuando r = 2 pies, la razén de cambio es

av ie?
N —4np = 16228
dr |,_, pie

Esto significa que cuando el radio es de 2 pies, al cambiar el radio en 1 pie, el volumen
cambiard aproximadamente en 167 pies’.

<]

EJEMPLO 6 Razoén de cambio de inscripciones

Un socidlogo estudia varios programas que pueden ayudar en la educacion de nifos de edad
preescolar en cierta ciudad. El socidlogo cree que x afios después de iniciado un programa
particular, f(x) miles de nifios estardn inscritos, donde

10 5
fx) = 5(12x—x ) 0<x<12
(Cudl es la razén a la que cambiaria la matricula (a) después de tres afios de iniciado el

programa y (b) después de nueve afios?

Solucién: La razén de cambio de f (x) es
, 10
fx)= 3(12 —2x)
a. Después de tres afios, la razén de cambio es

,3_10 12— 23 _ 10 6_20_62
F@=502-20)=5 6= =63

Ast, las inscripciones estarian creciendo a razén de 6% mil nifios por afio.
b. Después de nueve afios, la razén de cambio es

©) = D2 — 20y = Lice = 20— 62
fO)=502-20) = F(=6) = —= =—-63

Asf, las inscripciones estarian decreciendo a razén de 6% mil niflos por afio.

Ahora resuelva el problema 9 <
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Aplicaciones de la razén de cambio a la economia

La funcién de costo total de un fabricante, c = f(g), proporciona el costo total ¢ de producir
y comerciar ¢ unidades de un producto. La razén de cambio de ¢ con respecto a g se llama

costo marginal. Asf,

. dc
costo marginal = Ta

Por ejemplo, suponga que ¢ = f(g) = 0.1¢> + 3 es una funcién de costo, donde ¢ estd en
ddlares y g en libras. Entonces. de

— =0.2
dq q

El costo marginal cuando se producen 4 libras es dc/dgq, evaluado cuando g = 4:

dc

— =0.2(4) =0.80

dq qg=4
Esto significa que si la produccidn se incrementa en 1 libra, desde 4 hasta 5 libras, entonces
el cambio en el costo es aproximadamente de $0.80. Es decir, la libra adicional cuesta casi
$0.80. En general, se interpreta el costo marginal como el costo aproximado de una unidad
adicional producida. Después de todo, la diferencia f(¢g + 1) — f(¢g) puede verse como un
cociente de diferencias

fl@g+1)—f(g)

1

(el caso donde i = 1). Cualquier cociente de diferencias puede verse como una aproximacion
de la derivada correspondiente y, de manera inversa, cualquier derivada puede considerarse
como una aproximacién de cualquiera de sus cocientes de diferencias correspondientes. Asi,
para cualquier funcién f de ¢ siempre se puede ver a f'(q) y f(g + 1)— f(g) como aproximacio-
nes una de la otra. En economia, esto tltimo puede verse como el valor exacto del costo —o
de la utilidad, dependiendo de la funcién— del (g + 1)-€simo articulo cuando se produce q.
Con frecuencia, la derivada es mds fécil de calcular que el valor exacto. [En el caso estudiado
aqui, el costo real de producir una libra después de 4 1b es f(5) — f(4) = 5.5 - 4.6 = $0.90].
Si c es el costo total de producir ¢ unidades de un producto, entonces el costo promedio

por unidad ¢ es c

e=S @
q

Por ejemplo, si el costo total de 20 unidades es de $100, entonces el costo promedio por
unidad es ¢ = 100/20 = $5. Multiplicando ambos lados de la ecuacién (4) por g se obtiene,

c=gqc
Esto es, el costo total es el producto del nimero de unidades producidas multiplicado por el
costo promedio unitario.

EJEMPLO 7 Costo marginal

Si la ecuacién del costo promedio de un fabricante es

5000
¢=0.0001g> —0.02g + 5+ —
q

encuentre la funcién de costo marginal. ;Cudl es el costo marginal cuando se producen
50 unidades?

Solucioén:

Estrategia: La funcién de costo marginal es la derivada de la funcién de costo total c.
Por lo que primero se encuentra ¢ multiplicando ¢ por g. Se tiene

c=qc

5000
=gq (0.0001(;2 —0.02¢ +5+ —)
q

¢ =0.0001¢> — 0.02¢> + 59 + 5000
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Al diferenciar c, se obtiene la funcion de costo marginal:
dc 5
e 0.0001(3¢") — 0.02(2¢) + 5(1) + 0
q

=0.0003¢> — 0.04g + 5
El costo marginal cuando se producen 50 unidades es

dc

— = 0.0003(50)*> — 0.04(50) + 5 = 3.75
dgq q=50

Si la produccion se incrementa en 1 unidad, digamos de ¢ = 50 a ¢ = 51, entonces el costo

¢ de la unidad adicional es aproximadamente de $3.75. Si la produccion se incrementa en

_% de unidad a partir de ¢ = 50, el costo de la produccién adicional es aproximadamente de

(3)(3.75) = $1.25.

Ahora resuelva el problema 21 <

Suponga que r = f(g) es la funcién de ingreso total para un fabricante. La ecuacion
r = f(q) establece que el valor monetario total recibido al vender ¢ unidades de un producto
es r. El ingreso marginal se define como la razén de cambio del valor total recibido con
respecto al ndmero total de unidades vendidas. Por consiguiente, el ingreso marginal es
solamente la derivada de r con respecto a g:

. . dr
ingreso marginal = —
dq

El ingreso marginal indica la rapidez a la que cambia el ingreso con respecto a las uni-
dades vendidas. Se interpreta como el ingreso aproximado recibido al vender una unidad
adicional de produccion.

EJEMPLO 8 Ingreso marginal

Suponga que un fabricante vende un producto a $2 por unidad. Si se venden ¢ unidades, el
ingreso total estd dado por

r=24q

La funcién de ingreso marginal es

dr d
—=—Q2g =2
dq dq

que es una funcidn constante. Entonces, el ingreso marginal es igual a 2 sin importar el nu-
mero de unidades vendidas. Esto es lo que se esperaria, puesto que el fabricante recibe $2
por cada unidad vendida.

Ahora resuelva el problema 23 <

Razones de cambio relativa y porcentual

Para la funcién de ingreso total del ejemplo 8, a saber, r = f(g) = 24, se tiene

dr

B )

dgq
Esto significa que el ingreso estd cambiando a razén de $2 por unidad, sin importar el nimero
de unidades vendidas. Aunque €sta es una informacién valiosa, puede ser mds significativa
cuando se compara con la propia r. Por ejemplo, si ¢ = 50, entonces r = 2(50) = 100. Asi,
la raz6n de cambio del ingreso es 2/100 = 0.02 de r. Por otra parte, si ¢ = 5000, entonces
r = 2(5000) = $10 000, de modo que la razén de cambio de r es 2/10 000 = 0.0002 de r.



i ADVERTENCIAT\

Los porcentajes pueden ser confusos.
Recuerde que porcentaje significa “por
cien”. Entonces 100% = % =1,

_ 2 __ Az
2% = o6 = 0.02, etcétera.

APLIiQUELO »

5. El volumen V de un contenedor en
forma de cédpsula con altura cilindrica
de 4 pies y radio r estd dado por

4 5 2
V(r) = gnr + 4mr
Determine las tasas de cambio relativa

y porcentual del volumen con respecto
al radio cuando el radio es de 2 pies.
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Aunque r cambia a la misma razén en cada nivel, al compararla con la propia r, esta razén

es relativamente menor cuando » = 10 000 que cuando r = 100. Considerando el cociente

dr/dq
r

se tiene un medio de comparar la razén de cambio de r con la propia r. Esta razén se llama
razon de cambio relativa de r. Ya vimos que la razén de cambio relativa cuando ¢ = 50 es

dr/d 2
/dq_ 2 _om
r 100
y cuando g = 5000, es
d
/a2 (0002
r 10 000

Al multiplicar las razones relativas por 100% se obtienen las razones de cambio porcen-
tuales. La razén de cambio porcentual cuando ¢ = 50 es (0.02)(100%) = 2%; cuando g =
5000, es (0.0002)(100%) = 0.02%. Asi, por ejemplo, si se vende una unidad adicional a 50,
el ingreso aumenta aproximadamente en 2 por ciento.

En general, para cualquier funcion f, se tiene la siguiente definicion:

Definicién
La razon de cambio relativa de f(x) es

f(x)
La razon de cambio porcentual de f(x) es

')

)

100%

EJEMPLO 9

Determine las razones de cambio relativa y porcentual de

Razones de cambio relativa y porcentual

y=f(x) =3x% — 5x + 25

cuando x = 5.
Solucién: Aqui
fx)y=6x—5

Como £'(5) = 6(5) — 5 =25y f(5) = 3(5)> — 5(5) + 25 = 75, laraz6én de cambio relativa
de y cuando x = 5 es

15 25
fG) 75

Al multiplicar 0.333 por 100% se obtiene la razén de cambio porcentual: (0.333)(100%) =
33.3 por ciento.

~ (0.333

Ahora resuelva el problema 35 <

PROBLEMAS 11.3 s

1. Suponga que la funcién de posicién de un objeto que se des-
plaza a lo largo de una linea recta es s = f(f) = 2> + 3t, donde ¢
estd en segundos y s en metros. Encuentre la velocidad promedio
As/At para el intervalo [1, 1 4+ Af], donde At estd dado en la tabla

siguiente:

At 1105]02]0.1]0.01]0.001

As/At

Con base en sus resultados, estime la velocidad cuando ¢ = 1. Verifi-
que sus calculos usando diferenciacion.
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2. Si y =f(x) = +/2x + 5, encuentre la razén de cambio promedio
de y con respecto a x en el intervalo [3, 3 + Ax], donde Ax estd dado
en la tabla siguiente:

Ax 1 05]02]0.1]0.01
Ay/Ax

0.001

Con base en sus resultados, estime la razén de cambio de y con
respecto a x cuando x = 3.

En cada uno de los problemas del 3 al 8, se da una funcion de
posicion, donde t estd en segundos y s en metros.

(a) Encuentre la posicion en el valor dado de t.
(b) Encuentre la velocidad promedio para el intervalo dado.
(¢) Encuentre la velocidad en el valor dado de t.

3. 5=202—41,[7,7.50t =7

4, s = %t+1;[2,2.1];t=2

L5 =50 4+3t+24;[1,1.01];t =1
s= -3 42t + 1;[1,1.25];t =1
203 +1;[2,2.1];6 =2
177210, 31:t =0

s=1"—

. s =3t —

© % N e

. Ingreso-educacién Los soci6logos han estudiado la relacién
entre el ingreso y el nimero de afios de educacién en miembros de
un grupo urbano particular. Encontraron que una persona con x afios
de educacion, antes de buscar empleo regular puede esperar recibir
un ingreso anual medio y anual, donde

y=5x245900 4<x<16

Encuentre la razén de cambio del ingreso con respecto al niimero de
afios de educacion. Evaldela cuando x = 9.

10. Encuentre la razén de cambio del volumen V de una pelota, con
respecto a su radio r, cuando r = 1.5 m. El volumen V de una pelota
como una funcidén de su radio r estd dado por

4 3
V=V = grrr

11. Temperatura de la piel La temperatura aproximada 7 de la
piel en términos de la temperatura 7, del medio ambiente estd dada
por

T=328+0.27(T, — 20)
donde T'y T, estdn en grados Celsius.? Encuentre la razén de cambio
de T con respecto a 7,
12. Biologia El volumen V de una célula esférica esta dado

por V=V() =

cambio del volumen con respecto al radio cuando r = 6.3 x 10™*
centimetros.

4 .
gmf3, donde r es el radio. Encuentre la razon de

En los problemas del 13 al 18 se dan funciones de costo, donde c es
el costo de producir q unidades de cierto articulo. Para cada caso,

encuentre la funcion de costo marginal. ;Cudl es el costo marginal

para el valor o valores dados de q?

13. ¢ =500 + 10g; g = 100

14. ¢ = 5000 + 6g;q = 36

15. ¢ =0.2¢> +4g+50;9 =10

16. ¢ =0.14> +3q+2;q =3

17. ¢ = ¢*> + 50 + 1000; ¢ = 15,9 = 16,q = 17

3R. W. Stacy et al., Essentials of Biological and Medical Physics (Nueva
York: McGraw-Hill Book Company, 1955).

18. ¢ =0.04¢> — 0.5¢> + 4.4q + 7500; ¢ = 5, = 25,4 = 1000

En los problemas del 19 al 22, ¢ representa el costo promedio por
unidad, que es una funcion del niimero q de unidades producidas.
Encuentre la funcion de costo marginal y el costo marginal para los
valores indicados de q.

_ 500
19. ¢ =0.01g+5+ —;¢g =50, = 100
q

2000
20. c=5+—;9=25,4g=250
q

20 000

21. ¢ =0.00002¢> — 0.01g + 6 + ———; ¢ = 100, g = 500
q

7000
22. ©=0.002¢> — 0.5+ 60 + —— ;¢ = 15, = 25
q

En los problemas del 23 al 26, r representa el ingreso total y es una
funcion del niimero q de unidades vendidas. Encuentre la funcion de
ingreso marginal y el ingreso marginal para los valores indicados
deq.

23. r =0.8¢;9 = 9,9 = 300,q = 500

24. r=q (15— %q);9=5.9=15,9 =150
25. r =240q + 40¢> — 2¢°; ¢ = 10; g = 15, ¢ = 20
26. r =2¢(30 —0.1q);q = 10,4 = 20

27. Fabrica de calcetas La funcidn de costo total de una fabrica
de calcetas es estimada por Dean* como

¢ = —10484.69 + 6.750g — 0.0003284>

donde g es la produccién en docenas de pares y c el costo total.
Encuentre la funcién de costo marginal y evaliela cuando ¢ = 2000.
28. Planta de luz y energia La funcidn de costo total para una
planta de luz y energfa eléctrica es estimada por Nordin® como

¢=13207 — 0.79g + 0.02142¢4> — 000014 20 < g <90

donde ¢ es la produccion total en ocho horas (como porcentaje de la
capacidad) y ¢ el costo monetario total del combustible. Encuentre
la funcién de costo marginal y evaldela cuando g = 70.

29. Concentracion urbana Suponga que las 100 ciudades mas
grandes de Estados Unidos en 1920 se clasificaron de acuerdo con
su extensién (drea de cada ciudad). Segiin Lotka.® la siguiente rela-
cién se cumple de manera aproximada:

PR3 =5 000 000

Aqui, P es la poblacion de la ciudad con la clasificacion R respec-
tiva. Esta relacion se llama ley de la concentracion urbana para
1920. Despeje P en términos de R y luego encuentre qué tan rdpido
cambia la poblacion con respecto a la clasificacion.

30. Depreciacion Segin el método de depreciacion lineal, el
valor v de cierta maquina después de ¢ afos estd dado por

v =120 000 — 15 500¢

donde 0 < ¢ < 6. ;Qué tan rapido cambia v con respecto a ¢ cuando
t =27, ;cuando t = 47, ;en cualquier momento?

4]. Dean, “Statistical Cost Functions of a Hosiery Mill”, Studies in Business
Administration, XI, ndm. 4 (Chicago: University of Chicago Press, 1941).
3J. A. Nordin, “Note on a Light Plant’s Cost Curves”. Econometrica, 15
(1947), pp. 231-235.

A.J. Lotka, Elements of Mathematical Biology (Nueva York: Dover Publi-
cations, Inc., 1956).



31. Polilla de invierno En Nueva Escocia se realizé un estudio
sobre la polilla de invierno (adaptado de Embree).” Las larvas de la
polilla caen al pie de los arboles huésped. A una distancia de x pies
de la base del arbol, la densidad de larvas (nimero de larvas por pie
cuadrado de suelo) fue de y, donde

y=593—-15x—-05x* 1<x<9

(a) ;(Con qué rapidez cambia la densidad de larvas con respecto a la
distancia desde la base del arbol cuando x = 6?

(b) ;Para qué valor de x disminuye la densidad de larvas a razon de
6 larvas por pie cuadrado por pie?

32. Funcién de costo Para la funcién de costo

c=04¢>+4g+5

encuentre la razén de cambio de ¢ con respecto a g cuando g = 2.
Ademds, ;qué valor tiene Ac/Aq en el intervalo [2, 3]?

En los problemas del 33 al 38, encuentre (a) la razon de cambio y
con respecto a x y (b) la razon de cambio relativa de y. En el valor
dado de x, encuentre (¢) la razon de cambio de y, (d) la razon de
cambio relativa de y y (e) la razon de cambio porcentual de y.

B.y=fx)=x+4x=5 M. y=fx)=T7-3x;x=06
35. y=2x24+5:x=10 36. y=5-3x*x=1
37. y=8—x*x=1 38. y=x>+3x—4;x=—1

39. Funcion de costo Para la funcion de costo
c=03¢"+35¢+9

(qué tan rdpido cambia ¢ con respecto a g cuando ¢ = 10? Determine
la razén de cambio porcentual de ¢ con respecto a g cuando g = 10.
40. Materia organica/diversidad de especies En un estudio re-
ciente sobre las aguas de mares poco profundos, Odum?® afirma que
en tales aguas la materia orgdnica total y (en miligramos por litro) es
una funcién de la diversidad x de las especies (en nimero de espe-
cies por cada mil individuos). Si y = 100/x, ;con qué rapidez estard
cambiando la materia orgdnica total con respecto a la diversidad de
especies cuando x = 10? ;Cudl es la razén de cambio porcentual
cuando x = 10?

41. Ingreso Para cierto fabricante, el ingreso obtenido al vender
q unidades de un producto estd dado por

r=30qg — 0.3¢*

(a) (Qué tan rapido cambia r con respecto a g? Cuando ¢ = 10,
(b) encuentre la razén de cambio relativo de r y (¢) encuentre la
razén de cambio porcentual de r, redondeada al punto porcentual
mds cercano.

42. Ingreso Repita el problema 43 para la funcién de ingreso
dada por r = 10g — 0.2¢> y g = 25.

S
Objetivo

Encontrar derivadas mediante la
aplicacion de las reglas del producto
y del cociente y desarrollar los
conceptos de propension marginal
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43. Peso de una rama EI peso de la rama de un drbol estd dado
por W = 22432 _donde 7 es el tiempo. Encuentre la razén de cambio
relativa de W con respecto a .

44. Respuesta a un choque eléctrico Se realiz6 un experimento’
psicoldgico para analizar la respuesta humana a choques eléctri-
cos (estimulos). Las personas recibieron descargas eléctricas de
varias intensidades. La respuesta R a una descarga de intensidad /
(en microamperes) debia ser un nimero que indicase la magnitud
percibida con relacion a la de una descarga “estdndar”. A la descarga
estandar se le asigné una magnitud de 10. Dos grupos de personas
fueron objeto del estudio bajo condiciones ligeramente diferentes.
Las respuestas R, y R, de los grupos primero y segundo a una des-
carga de intensidad / estuvieron dadas por

11.3
R, = 800 < 1 <3500
1855.24
y
11.3
R, = 800 < 1 <3500
1101.29

(a) Para cada grupo, determine la razén de cambio relativa de la
respuesta con respecto a la intensidad.

(b) ;Cdémo son esos cambios comparados entre si?

(¢) En general, si f(x) = Cx"y g(x) = C,x",donde C, y C, son
constantes, ;como son las razones de cambio relativas de fy g com-
paradas entre si?

45. Costo Un fabricante de bicicletas de montafia determiné que
cuando se producen 20 bicicletas por dia, el costo promedio es de
$200 y el costo marginal de $150. Con base en esta informacion,
determine el costo total de producir 21 bicicletas por dia.

46. Costos marginal y promedio Suponga que la funcién de
costo para cierto producto es ¢ = f(g). Si la razén de cambio relati-

va de ¢ (con respecto a q) es a, demuestre que la funcién de costo
marginal y la funcién de costo promedio son iguales.

En los problemas 47 y 48, utilice la capacidad de su calculadora
grdfica para derivar de manera numérica.

EE47. Si la funcién de costo total para un fabricante estd dada por

5¢°
¢ = ——— 4+ 5000
V¢ +3
donde c representa el costo, encuentre el costo marginal cuando
se producen 10 unidades. Redondee su respuesta al centavo mds
cercano.

(&1 48. La poblacion de una ciudad dentro de 7 afios estd dada por

P =250 00004

Encuentre la razén de cambio de la poblacion con respecto al tiempo ¢
dentro de tres afios. Redondee su respuesta al entero mds cercano.

11.4 Regla del producto y regla del cociente

La ecuacién F(x) = (x*> + 3x)(4x + 5) expresa F(x) como un producto de dos funciones:
x* 4+ 3xy 4x + 5. Para encontrar F’(x) usando s6lo las reglas previas, se multiplican primero

al consumo y propension marginal al
ahorro.

’D. G. Embree, “The Population Dynamics of the Winter Moth in Nova Scotia. 1954-1962”, Memoirs of the
Entomological Society of Canada, nim. 46 (1965).

SH. T. Odum, “Biological Circuits and the Marine System of Texas”, en Pollution and Marine Biology, T. A.
Olsen y F. J. Burgess, eds. (Nueva York: Interscience Publishers, 1967).
9H. Babkoff, “Magnitude Estimation of Short Electrocutaneous Pulses”, Psychological Research, 39, nim. 1

(1976), pp. 39-49.



518 Capitulo 11 Diferenciacion

las funciones. Después se diferencia el resultado término por término:
F(x) = (x> +3x)(4x + 5) = 4x° + 17x> + 15x
F'(x) = 12x* + 34x + 15 1)
Sin embargo, en muchos problemas que implican diferenciar un producto de funciones,
la multiplicacién no es tan sencilla como en este caso. En ocasiones, ni siquiera resulta
préctico intentarlo. Por fortuna, existe una regla para diferenciar un producto que evita tener
que efectuar tales multiplicaciones. Como la derivada de una suma de funciones es la suma

de las derivadas, podria pensarse en una regla similar para los productos. No obstante, la
situacidn es bastante sutil.

REGLA COMBINADA 3 Laregla del producto

Si fy g son funciones diferenciables, entonces el producto fg es diferenciable y
d /
E(f (0g(x)) = f'(0g(x) +f(x)g'(x)

Esto es, la derivada del producto de dos funciones es la derivada de la primera funcién
por la segunda, mds la primera funcién por la derivada de la segunda.

derivada de derivada de)

d .
a(producto) = ( la primera) (segunda) + (primera) (

la segunda

Demostracion. Si F (x) = f(x)g(x), entonces, por la definicion de la derivada de F,

F(x+h) — F(x)
h

1 S+ h)glx + h) — f(x)g(x)
= l1im
h—0 h

F'(x) = 1i
&) =i

Ahora se emplea un “truco”. Sumando y restando f(x)g(x + /) en el numerador, se tiene

Fio) = 1im L& T80+ 1) — f(0)gl) +F(0)g(x + h) — f(r)glx + )
@ =i j

Reagrupando se obtiene
(Fx + gl +h) — f)glx + M) + F)gx + h) — fF(x)g(x))

P = Jin j

— lim (f(x+h) — f(x)glx + h) + f)(gx + h) — g(x))
h—0 h

1 (fx+h)—fNgx+h . f)gk+h) —gx))

= lim + Iim
h—0 h h—0 h

— 1im TETZID yn or 4y + 1 fr) - 1 SET T 8W
h—0 h h—0 h—0 h—0 h

Como se ha supuesto que f'y g son diferenciables,

fath) —f0)

e e
’ (x + ) — g(x)

. glx —gx)

e 8

La diferenciabilidad de g implica que g es continua, por lo que, con base en la seccién 10.3,

]11’11(1) gx 4+ h) = g(x)
Entonces,
F'(x) = f'(x)e(x) + f(x)2'(x)



iADVERTENCIAﬁ

Vale la pena repetir que la derivada
del producto de dos funciones es algo
sutil. Resista la tentacién de intentar
desarrollar una regla mds simple.

APLIQUELO »

6. Un puesto de tacos vende, por lo
general, 225 tacos por dia a $2 cada
uno. La investigacion de un estudian-
te de administracion dice que por cada
$0.15 de disminucién en el precio, el
puesto venderia 20 tacos mds por dia.
La funcién de ingreso para el puesto de
tacos es R(x) = (2 —-0.15x)(225 + 20x),
donde x es el nimero de reducciones

. dR
de $0.15 en el precio. Encuentre i
be
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EJEMPLO 1
Si F(x) = (x> + 3x)(4x + 5), encuentre F'(x).

Aplicacion de la regla del producto

Solucién: Se considerard a F como un producto de dos funciones:

F(x) = (x* + 3x)(4x + 5)

——— ———

f gl

Por lo tanto, es posible aplicar la regla del producto:

F'(x) = f'(0)g(x) + f(x)g' (x)

d d

= — (% +3x)(4x +5) + (x> + 3x) —(4x + 5)
o ——dx
Segunda Primera Derivada de

Derivada de
la primera

= (2x + 3)(4x + 5) + (x* + 3x)(4)
= 12x> + 34x + 15

la segunda

simplificacién

Esto concuerda con nuestro resultado previo. [Vea la ecuacion (1)]. Aunque aqui la regla
del producto no parece tener mucha utilidad prictica, se verd que en ocasiones resulta im-
préctico evitarla.

Ahora resuelva el problema 1 <

EJEMPLO 2 Aplicacion de la regla del producto
Siy = (x** 4 3)(x~!/3 + 5x), encuentre dy/dx.

Solucidn: Al aplicar la regla del producto se obtiene

dy d d
d_z = P43 450 + 0+ 3) (1 45
2 ~1
= (§x1/3) ' 4 5x) + (4 3) (Tx“” + 5)
25

1
_ 2/3 -2/3 —4/3
= —x77" + =x —X + 15
3 3

De manera alternativa, se podria haber encontrado la derivada sin la regla del producto al
determinar primero el producto (x*/3 + 3)(x~!/3 + 5x) para después diferenciar el resultado
término por término.

Ahora resuelva el problema 15 <

EJEMPLO 3
Siy=(x+ 2)(x+ 3)(x + 4), encuentre y’.

Diferenciacion de un producto de tres factores

Solucion:

Estrategia Serfa deseable utilizar la regla del producto, pero ésta se aplica s6lo cuan-
do se tienen dos factores. Considerando los primeros dos factores como uno solo, puede
tratarse a y como un producto de dos funciones:

y=[x+2)(x+3)Nx+4
La regla del producto da

y = i[(x +2)(x +3)](x +4) + [(x + 2)(x + 3)]i(x +4)
dx dx

d
= a[(x +2)(x +3)](x +4) + [+ 2)(x + 3)I(1)
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APLIQUELO »

7. Una hora después de que a una per-
sona se le dan x miligramos de cierto
medicamento, el cambio en la tem-
peratura del cuerpo, 7(x), en grados
Fahrenheit, estd dado de manera apro-
ximada por T'(x) =x* (1 —%). La ra-
z6n a la cual cambia T con respecto al
tamaiio de la dosis x, 7'(x), se denomi-
na sensibilidad del cuerpo a la dosis.
Determine la sensibilidad cuando la
dosis es de 1 miligramo. No utilice
la regla del producto.

Aplicando de nuevo la regla del producto, se tiene
d d
y = (—(x +2)(x +3) + (x +2)—(x + 3)) xX+4+@x+2)(x+3)
dx dx
=[x +3)+ & +2)(DIx+4) + (x + 2)(x + 3)

Después de simplificar, se obtiene
y' =3x*+ 18x + 26
Otras dos maneras de encontrar la derivada son:
1. Multiplicar los primeros dos factores de y para obtener
y= (>4 5x+ 6)(x + 4)
y luego aplicar la regla del producto.
2. Multiplicar los tres factores para obtener
y =x> + 9x> + 26x + 24
y luego diferenciar término por término.
Ahora resuelva el problema 19 <
En ocasiones resulta ttil recordar las reglas de diferenciacién con una notacién mds
eficiente. Por ejemplo,
(o) =fg+fg

es una igualdad de funciones correcta que expresa la regla del producto. Entonces, es posi-

ble calcular
(feh) = (fo)h)
= (fo)h+ (fo)l
= (f'g +f8Hh+ (fon'
=['gh+fg'h+ fgh'
No se sugiere que el estudiante trate de memorizar reglas de la derivada, tales como

(fgh) = f'gh + fg'h + feh'

Dado que f'g + fg' = gf’ +f¢, usando la conmutatividad del producto de funciones, se
puede expresar la regla del producto con las derivadas como segundos factores:

(fe) =gf +/g
y usando la conmutatividad de la suma
(fe) =fg +gf

Hay quien prefiere utilizar estas formas.

EJEMPLO 4
Encuentre la pendiente de la grafica de f(x) = (7x* — 5x + 2)(2x* + 7) cuando x = 1.

Uso de la regla del producto para encontrar la pendiente

Solucioén:

Estrategia La pendiente se encuentra al evaluar la derivada en x = 1. Como f'es un
producto de dos funciones, es posible encontrar la derivada usando la regla del producto.

Se tiene
/ 3 d 4 4 d 3
fi(x)=(x" —5x+ 2)d—(2x +7)+ 2x" + 7)d—(7x —5x+2)
x x

= (7x> = 5x +2)(8x°) + (2x* + T)(21x* — 3)



La regla del producto (y la regla del
cociente que se muestra enseguida)
no debe aplicarse cuando esté
disponible un método més directo
y eficiente.

iADVERTENCIAN

La derivada del cociente de dos
funciones es atin mds complicada que la
regla del producto. Es necesario recordar
dénde va el signo menos.
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Puesto que se debe calcular f'(x) cuando x = 1, no hay necesidad de simplificar f'(x) antes

de evaluarla. Al sustituir en f'(x), se obtiene
F(1) =4(@8) + 9(16) = 176

Ahora resuelva el problema 49 <

Por lo general, no se usa la regla del producto cuando es obvio que se puede aplicar un

procedimiento mds sencillo. Por ejemplo, si f(x) = 2x(x 4+ 3), entonces resulta mds rdpido

escribir f(x) = 2x*> + 6x, a partir de lo cual f'(x) = 4x + 6. De manera similar, no suele

emplearse la regla del producto para diferenciar y = 4(x> — 3). Como el 4 es un factor cons-

tante, segin la regla del factor constante se sabe que y' = 4(2x) = 8x.
La regla siguiente se usa para diferenciar un cociente de dos funciones.

REGLA COMBINADA 4 Regla del cociente

Si fy g son funciones diferenciables y g(x) # 0, entonces el cociente f/g es también di-

f iabl
erenciable y i (@) B g)f'(x) — f(x)g'(x)

dx \ g(x) (g(x))?
Con el entendimiento de que el denominador no debe ser 0, es posible escribir
(J_” ) _ g
4 g

Esto es, la derivada del cociente de dos funciones es el denominador por la derivada del
numerador menos el numerador por la derivada del denominador, todo ello dividido entre
el cuadrado del denominador.

d

—(cociente)

& derivad derivad

. erivada erivada
(demomins o) <del numerador ) — (el (del denominador)
- (denominator)?
Demostracion. Si F(x) = @, entonces
8(x)

F(x)g(x) = f(x)
Por la regla del producto,
F(x)g'(x) + g(0)F'(x) = f'(x)
Al despejar F'(x), se obtiene
) - Fg k)

F’ =
) 2(v)
Pero F(x) = f(x)/g(x). Asi,
PRLCIC)
F'(x) = 8(x)
(x) =
gx)

Al simplificar '° se obtiene

_ 80 @) — f0g ()

F/
0 (8))

19La demostracién dada supone la existencia de F'(x). Sin embargo, esta regla puede demostrarse sin dicho su-
puesto.
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EJEMPLO 5 Aplicacion de la regla del cociente

, 4x* +3
Si F(x) = ———, encuentre F’(x).
2x — 1

Solucién:

Estrategia Se considera a F como un cociente y se aplica la regla del cociente.

Sea f(x) =4x*> + 3y g(x) = 2x — 1. Entonces
gOf'(x) — f(x)g'(x)
(8(x))?

Derivada del Derivada del

denominador numerador
Denominador ———— Numerador _.

F'(x) =

—— d — T d ‘
2x—1) —@x*+3)— @x*+3) —2x—1)
dx dx
(2x — 1)

Cuadrado del

denominador
_ (2x — 1)(8x) — (4x? +3)(2)
o (2x — 1)2
82 —8x—6  2(2x+ 1)(2x —3)
o 2x—1)2 (2x —1)?

Ahora resuelva el problema 21 <

EJEMPLO 6 Reescribir antes de diferenciar

1
Diferenciemos y =

X+
x+1

Solucioén:

Estrategia Para simplificar la diferenciacion, se reescribird la funcion de manera que
ninguna fraccion aparezca en el denominador.

Se tiene
B 1 B 1 x4
= T X+ D41 24xtl
X+
x+1 x+1
dy @ 4+x+D(1)—@x+D2x+1) ,
— = regla del cociente
dx (x24+x+1)2
. @r4+x+1D) -2 +3x+1)
a (2 +x+ 1)
—x? —2x X%+ 2x

T2 Hxt 12T (P Hxt 1)

Ahora resuelva el problema 45 <

Aunque una funcion puede tener la forma de un cociente, esto no implica necesaria-
mente que se deba usar la regla del cociente para encontrar su derivada. El ejemplo siguiente

ilustra algunas situaciones tipicas donde, aunque puede emplearse la regla del cociente, se
dispone de un procedimiento mds sencillo y eficiente.
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EJEMPLO 7 Diferenciacion de cocientes sin usar la regla del cociente
Diferenciemos las funciones siguientes.

2 3
a. f(x>=%

Solucién: Se reescribe la funcién para tener f(x) = §x3. Por la regla del factor cons-

tante,
2

w=2e="
FR =356 =3

4
b-f(x)Zﬁ

Solucidn: Se reescribe la funcién para tener f(x) = ‘7—‘(x‘3). Entonces,

Fo = =
7 Tx4
5x% — 3x

¢ f)=—1

iADVERTENCIAT\

Para diferenciar f(x) =

., . .. . 1 (5x* —3x 1
se podrfa Solucién: Se reescribe la funcién y se tiene f(x) = )= Z(Sx—3) para

,
x2—2

x # 0. Por lo que,

intentar reescribir primero el cociente

como (x> — 2)~!. Por ahora serfa un 1 5

error hacerlo ya que por el momento no f/(x) =-6)=- parax#0

se tiene una regla para diferenciar esa 4 4

forma. En resumen, no hay otra opcién Como la funcién f no estd definida parax = 0, f’ tampoco estd definida para x = 0.

mds que utilizar la regla del cociente.

Sin embargo, en la seccién siguiente Ahora resuelva el problema 17 <

se desarrollard una regla que permitird

diferenciar (x> — 2)~! de manera direccta EJEMPLO 8 Ingreso marginal

y eficiente. . . .
Si la ecuacion de demanda para el producto de un fabricante es

1000
P= qg+5
donde p es el valor monetario, encuentre la funcién de ingreso marginal y evaldela cuando
q=45.
Solucioén:

Estrategia Primero se debe encontrar la funcién de ingreso. El ingreso r recibido por
vender ¢ unidades cuando el precio por unidad es p estd dado por

ingreso = (precio)(cantidad); estoes, r=pq

Usando la ecuacién de demanda, se expresard r s6lo en términos de g. Luego se diferen-
cia para encontrar la funcién de ingreso marginal, dr/dq.

La funcién de ingreso es

(1000) 1000¢
r = —_— q:—
q+5

q+5
Asi, la funcion de ingreso marginal estd dada por
d d
5)—(1000¢g) — (1000g)— 5
i (g + )dq( q) —( q)dq(qu )

dq — (¢ +5)
_ (g + 5)(1000) — (1000g)(1) . 5000
B (q+5) T (g +5)7?
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dr 5000 5000

dql,_ss  @5+452 2500

Esto significa que vender una unidad adicional por arriba de 45 resulta en aproximadamente
$2 més de ingreso.
Ahora resuelva el problema 59 <

Funcion de consumo

Una funcién que desempeiia un papel importante en el andlisis econémico es la funcién de
consumo. Esta funcioén, C = f(I), expresa una relacion entre el ingreso nacional total, 7, y
el consumo nacional total, C. Por lo general, tanto / como C se expresan en miles de millo-
nes e [ se restringe a cierto intervalo. La propension marginal al consumo se define como
la razén de cambio del consumo con respecto al ingreso. Es simplemente la derivada de C
con respecto a I:

dc
Propension marginal al consumo = i

Si asumimos que la diferencia entre el ingreso / y el consumo C es el ahorro S, entonces

S=1-C
Al diferenciar ambos lados de la ecuacion con respecto a I se obtiene
B Liy-Lio=1-%
dl  dl dl dl

Se define dS/dI como la propensién marginal al ahorro. Asi, la propensién marginal al
ahorro indica qué tan rapido cambia el ahorro con respecto al ingreso, y

Propension marginal 1 Propensién marginal
al ahorro - al consumo

EJEMPLO 9 Determinacion de las propensiones marginales
al consumo y al ahorro

Si la funcién de consumo estd dada por
o 521 +3)
I+10
determine la propensién marginal al consumo y al ahorro cuando 7 = 100.
Solucién:
ic ad+ 10)%(213/2+3)—(2\/1_3+3)%(1+ 10)
dl (I + 10)?

(I +10)?

Cuando / = 100, la propensién marginal al consumo es

dc 1297
dl |,_ 00 12 100

_s ((1 +10)31'%) — VI + 3)(1))

La propensién marginal al ahorro cuando / = 100 es 1 — 0.536 = 0.464. Esto significa que
si un ingreso actual de $100 000 millones aumenta en $1000 millones, la nacién consume
aproximadamente el 53.6% (536/1000) y ahorra 46.4% (464/1000) de ese incremento.

Ahora resuelva el problema 69 <
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En los problemas del 1 al 48, diferencie las funciones.

1. f(x) = (4x + 1)(6x + 3) 2. fx)=Bx—D(Tx+2)
3. 5(t) = (5 =303 —21%) 4. O(x) = (x* 4+ 3x)(7x* — 5)
5. f()=@rr —4@F* =5r+1)
6. C()=QI*=3)BI>*—4I+1)
7. f(x) = x*(2x* = 5) 8. f(x) =3x3(x* —2x +2)
9. y=u>+5x—7)(6x> —5x + 4)
10. ¢(x) = (3 — 5x + 2x2)(2 + x — 4x?)
11. f(w) = W? 4+ 3w = T)2w* — 4)
12. f(x) = Bx —x)(3 —x — x?)
13. y= (2 = DGBx* —6x +5) —4(4x> +2x + 1)
14. h(x) = 5(x7 +4) + 4(5x> — 2)(4x* + Tx)
15. F(p) = %(Sﬁ -2)3p—1)
16. g(x) = (V& + 5x — 2)(JX — 3/%)
17.y=7.% 18. y=(x — D(x —2)(x — 3)
19. y=(5x+3)2x = 5)(7x+9)
2x —3 Sx
20. = 21. =
YTt W=7
—5x —13
22. H(x) = 5 23. f(x) = £
3(5x2 —7) x+2
E e — 25, y =
24. f(x) ) y —
3w? + 5w — 1 6 2z
26. hiw) = 22 WL 27 ) =
w—73 —4
2x2 4+ 5x—2 457 +3x 42
28. 7= ——— 29, y= ————
¢ 3x2 +5x+3 Y 3x2 —2x+1
X=x2+1 x> —4x+3
30. = 3. y=———
f&® x2+1 Y x2 —3x+2
4
744 1
32. F(z) = 3 33. 80 = +7
-8 v —8
M. y= 756 35. u(v) =
x—5 3xr—x—1
36. y= 37. y=
y 8/x y NG
03 _ o 5 2x
= — 39. y=1-—
By = e Y 245 xtl
Sx+1 2
40. g(x) = 2x° —|—3 50
— 9x — 1)(3 2
41. y= L 42. y = w
x+2)(x—4) 4 —5x
2+ 3¢ 17
L — 44, =
43. s(1) - DE ) f(s) @50 1 55— 23)
2 3 ! 5
x x—1 x2 +
45, y =3x — ———— 46. y=3— 12+ ————
y X P 6. y x> 4+ 215
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47. f(x) = i , donde a es una constante.
—x
x’l +a!

48. f(x) = — > donde a es una constante.
49. Encuentre la pendiente de la curva y = (2x> — x + 3)(x> + x + 1)
en (1, 12).

3
50. Encuentre la pendiente de la curva y = % en (1, —%).

X

En los problemas del 51 al 54, encuentre una ecuacion de la recta
tangente a la curva en el punto dado.

6 5
51 y= ——:(.3) 52. y= x+ -(1,6)
Y
53. y=(Qx+ 3)[2(x4 —5x2 +4)]; (0, 24)
X —
54, - ., L
( 2+1) ( 10

En los problemas 55 y 56, determine la razon de cambio relativa
de y con respecto a x para el valor dado de x.

55. y = _l=x

x=1 56. =5

1 +x’
57. Movimiento La funcion de posicion de un objeto que se
desplaza en linea recta es

x .
2x—6’

2
£+l
donde 7 estd en segundos y s en metros. Encuentre la posicion y la
velocidad del objeto en t = 1.

S =

58. Movimiento La funcion de posicion de un objeto que se
desplaza en linea recta es
t+3
P47
donde ¢ estd en segundos y s en metros. Encuentre el o los valores
positivos de ¢ para los cuales la velocidad del objeto es 0.

En los problemas del 59 al 62, cada ecuacion representa una
Sfuncion de demanda para cierto producto, donde p denota el precio
por unidad para q unidades. En cada caso, encuentre la funcion de
ingreso marginal. Recuerde que ingreso = pq.

59. p =80 —0.02g 60. p = 500/¢
108 750

6l. p= —— 3 62. p= 1T
qg+2 q+50

63. Funcion de consumo Para Estados Unidos (1922-1942), la
funcién de consumo se estimé por medio de la ecuacién!!

C=0.6721+113.1

Encuentre la propensién marginal al consumo.
64. Funcion de consumo Repita el problema 63 para C = 0.836/
+ 127.2.

En los problemas del 65 al 68, cada ecuacion representa una
funcion de consumo. Encuentre la propension marginal al consumo
y al ahorro para el valor dado de I.
65. C=3+VI+2JI;I=1

31 VI

66. C=6+—> —>_:1=25
T3

1T, Haavelmo, “Methods of Measuring the Marginal Propensity to Con-
sume”, Journal of the American Statistical Association, XLII (1947),
pp. 105-122.
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16V1+0.8V —021

67. C = ;1 =36
I+ 4
2 531 —0.
68, C— OvT + 0.54/1 04];1:100
Vi+5

69. Funcion de consumo Suponga que la funcién de consumo de
un pais estd dada por

VT 408V —0.31
- Vi

donde C e I se expresan en miles de millones.

(a) Encuentre la propension marginal al ahorro cuando el ingreso es
de $25 000 millones.

(b) Determine la razén de cambio relativa de C con respecto a /
cuando el ingreso es de $25 000 millones.

70. Propensiones marginales a consumir y ahorrar Suponga
que la funcion de ahorro de un pais es

I—2J1—-38
§=—" "
VI+2

donde el ingreso nacional (/) y el ahorro nacional (S) se miden en
miles de millones. Encuentre la propension marginal del pais a con-
sumir y su propensién marginal al ahorro cuando el ingreso nacional
es de $150 000 millones. (Sugerencia: Puede ser til factorizar
primero el numerador).
71. Costo marginal
estd dada por

c

Si la funcién de costo total de un fabricante

6q2

q+2

Cc =

+ 6000

encuentre la funcién de costo marginal.
72. Costo marginal y costo promedio Dada la funcién de costo

d
¢ = f(g), demuestre que si d—(E) = 0, entonces la funcién de costo
q

marginal y la de costo promedio son iguales.

73. Relacion huésped-parasito Para una relacion particular
huésped-pardsito, se determiné que cuando la densidad de huésped
(ntimero de huéspedes por unidad de drea) es x, el nimero de hués-
pedes que tienen pardsitos es y, donde

900x

YT 10+ 45x

(A qué razoén estd cambiando el nimero de huéspedes que tienen
pardsitos con respecto a la densidad de huésped cuando x = 27

S
Objetivo

Introducir y aplicar la regla de la
cadena, derivar un caso especial de
la regla de la cadena y desarrollar el
concepto de producto del ingreso
marginal como una aplicacion de la

74. Acistica La persistencia del sonido en un recinto después de
que la fuente del sonido se ha apagado se llama reverberacion. El
tiempo de reverberacion RT del recinto es el periodo necesario para
que el nivel de intensidad del sonido caiga a 60 decibeles. En el di-
seflo acustico de un auditorio, puede utilizarse la férmula siguiente
para calcular el RT del recinto:!?

0.05V

=A+xV

Aqui V es el volumen del recinto, A la absorcidn total de éste y x el
coeficiente de absorcion del aire. Suponiendo que A y x son constan-
tes positivas, demuestre que la razén de cambio de RT con respecto
al V siempre es positiva. Si el volumen total del recinto se incremen-
ta en una unidad, jaumenta o disminuye el tiempo de reverberacion?
75. Depredador-presa En un experimento'3 que estudi la
relacion depredador-presa, se determiné de manera estadistica que
el nimero de presas consumidas, y, por un depredador individual
es una funcion de la densidad x de presas (el nimero de presas por
unidad de area), donde

0.7355x

Y T 15 0.02744x

Determine la razén de cambio de las presas consumidas con respec-
to a su densidad.

76. Beneficios de seguridad social En un estudio sobre los
beneficios de la seguridad social, Feldstein'* diferencia una funcién
de la forma

) a(l +x) — b2+ n)x
X) =
a2+ n)(1 +x)— b2+ n)x
donde a, b y n son constantes. Feldstein determina que
, —1(1 + n)ab
fi) = .
(a(1 +x) — bx)’(2+n)

Verifique esto. (Sugerencia: Por conveniencia, haga 2 4+ n = ¢).
Después observe que la funcién f de Feldestein tiene la forma

A+ Bx
C+Dx’

glx) = donde A, B, C y D son constantes

Demuestre que g'(x) es una constante dividida entre una funcién no
negativa de x. ;Qué significa esto?
77. Negocios El fabricante de un producto encontré que cuando
se producen 20 unidades por dia, el costo promedio es de $150 y
el costo marginal de $125. ;Cuadl es la raz6n de cambio relativa del
costo promedio con respecto a la cantidad cuando g = 20?
78. Utilice el resultado (fgh) = f'gh + fg'h + fgh' para encontrar
dy/dx si

y=0Cx+ D2x — 1)(x —4)

11.5 Regla de la cadena

La siguiente regla, regla de la cadena, es una de las mds importantes para obtener derivadas.
Implica una situacion en la que y es una funcién de la variable u, pero u es una funcién de x

regla de la cadena.

12L.. L. Doelle, Environmental Acoustics (Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1972).

13C. S. Holling, “Some Characteristics of Simple Types of Predation and Parasitism”, The Canadian Entomolo-
gist, XCI, nim. 7 (1959), pp. 385-398.

M. Feldstein, “The Optimal Level of Social Security Benefits”, The Quarterly Journal of Economics, C, nim.

2 (1985), pp. 303-320.



APLIQUELO »

8. Si un objeto se desplaza en for-
ma horizontal de acuerdo con x = 6¢,
donde 7 estd en segundos, y vertical-
mente de acuerdo con y = 4x2, encuen-

. . dy
tre su velocidad vertical I
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y se desea encontrar la derivada de y con respecto a x. Por ejemplo, las ecuaciones
y=u>y u=2x+1

definen a y como una funcién de # y a u como una funcién de x. Si se sustituye u por 2x + 1
en la primera ecuacién, se puede considerar a y como una funcién de x:
y=Q2x+ 1)
Para encontrar dy/dx, primero se desarrolla (2x 4 1)*:
y=4x* +4x+1
Entonces d
Y
— =8x+4
dx
En este ejemplo, puede verse que encontrar dy/dx efectuando primero una sustitucion
puede ser bastante complicado. Por ejemplo, si se hubiera tenido y = u'% en vez de y = 12,
ni siquiera se intentaria efectuar la sustitucién. Por fortuna, la regla de la cadena permite
manejar tales situaciones con facilidad.

REGLA COMBINADA 5 Regla de la cadena
Si y es una funcién diferenciable de u# y u es una funcién diferenciable de x, entonces y
es una funcion diferenciable de x y

dy dy du

dx du dx

Se puede mostrar por qué la regla de la cadena es razonable considerando razones de

cambio. Suponga
y=8u+5y u=2x-3
Si x cambia en una unidad, ;cémo cambia u? Para responder esta pregunta, se deriva y se
encuentra que du/dx = 2. Pero para cada cambio de una unidad en u# hay un cambio en y
de dy/du = 8. Por lo tanto, ;cudl es el cambio en y si x cambia en una unidad?; esto es, ;qué
valor tiene dy/dx? La respuesta es 8 - 2, que es @ . d_u st, dy = dy . d_u
du dx dx du dx

Ahora se utilizard la regla de la cadena para volver a resolver el problema planteado al

principio de esta seccidn. Si

y=u 'y u=2x+1
entonces
dy dy du d , d
. Z_ —(2x 41
dx du dx du(u) dx( ¥+ 1)
= 2u)2 = 4u
Al reemplazar u por 2x + 1 se obtiene

dy
— =4(2x+1)=8x+4
dx

lo cual concuerda con el resultado previo.

EJEMPLO 1 Uso de la regla de la cadena
a. Siy=2u?>—3u —2yu=x>+4,encuentre dy/dx.

Solucién: Por la regla de la cadena,
dy dy du d _, d ,
—=——=—Qu" -3u-2)- — 4
dx du dx du( . u=2) dx(x +4)
= (4u — 3)(2x)
Se puede escribir la respuesta sélo en términos de x reemplazando u por x> + 4.
d
d—y = [4(x? 4+ 4) — 3](2x) = [4x? + 13](2x) = 8x° + 26x
X

b. Siy=.wyw=7—1, encuentre dy/dt.
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Solucion: Aqui, y es una funcién de w y w es una funcién de #, por lo que se puede consi-
derar a y como una funcién de . Por la regla de la cadena,

dy dy dw d d 3
=L = —(7 =t
dt dw dt dw(ﬂ) dt( )
1 -1/2 2 1 2
== —3t°) = ——(-3¢
(2W > ( ) 2ﬁ( )
3 312
2w 27-8

Ahora resuelva el problema 1 <

EJEMPLO 2 Uso de laregla de la cadena
Siy=4u?+ 10u®> — 3u — 7y u=4/(3x — 5), encuentre dy/dx cuando x = 1.
Solucion: Por la regla de la cadena,

d dy d d d 4
DL P 10— 3u—T) =
dx du dx du dx \3x—5

(Gx — 5)5(4) - 4di(3x —5)
= (12u* 4+ 20u — 3) - X X

(Bx — 5)2
(12u® 4 20u — 3) —12
= (12u u—3) ——
(Bx — 5)2
Cuando x se reemplaza por a, u = u(x) Aun cuando dy/dx estd en términos de x y u, se puede evaluar cuando x = 1 si se determina
debe reemplazarse por u(a). el valor correspondiente de u. Cuando x = 1,
4
u = = —
3(1)-5

Por lo tanto,
—12

A [12(=2)* +20(-2) = 3] —————
dx |, _, [3(1) — 52

=5-(=3)=-15

Ahora resuelva el problema 5 <

La regla de la cadena establece que siy = f(u) y u = g(x), entonces

dy dy du

dx — du dx
En realidad, la regla de la cadena se aplica a una composicion de funciones, ya que
y=f) =f(gx) = (fo g)x)

Asiy, como una funcién de x, es f o g. Esto significa que se puede utilizar la regla de la ca-
dena para diferenciar una funcién cuando se identifica a la funcién como una composicién.
Sin embargo, primero es necesario descomponer la funcion.

Por ejemplo, para diferenciar

y= (x3 _ x2 + 6)100
se piensa en la funcién como una composicion. Sea

y=fuy=u® y u=gx)=x'-x*+6
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)00 = (g(x))'% = fig(x)). Ahora que se tiene una composicion,

3 — x? + 6, por la regla de la cadena se tiene

Entonces y = (x* — x> + 6
es posible diferenciarla. Comoy = u'®y u = x

dy dy du
dx  du dx
= (100u°)(3x* — 2x)
= 100(x> — x> + 6)°(3x> — 2x)

Se acaba de utilizar la regla de la cadena para diferenciar y = (x> — x2 4+ 6)!%, que es
una potencia de una funcion de x, no simplemente una potencia de x. La regla siguiente,
llamada regla de la potencia, generaliza el resultado y es un caso especial de la regla de la
cadena.

d d
Regla de la potencia ~ —(u®) = au’~! a
dx dx

donde se entiende que u es una funcién diferenciable de x y a es un niimero real.
Demostracion. Sea'y = u. Como y es una funcién diferenciable de u# y u es una funcién
diferenciable de x, la regla de la cadena da

dy dy du

dx  du dx
Pero dy/du = au®~'. Por lo que,

dy a1 du

dx dx

que es la regla de la potencia.

EJEMPLO 3 Uso de la regla de la potencia
Siy = (x* — 1)7, encuentre y’.

Solucién: Como y es una potencia de una funcion de x, es aplicable la regla de la potencia.
Al hacer u(x) = x> — 1 ya =7, se tiene

Y = alu()]* ' (x)
d
=703 -1 "= - 1)
dx
=70 — DOBx?) = 21°(% — 1)°
Ahora resuelva el problema 9 <

EJEMPLO 4 Uso de la regla de la potencia

Si y = /(4x% + 3x — 2)2, encuentre dy/dx cuando x = —2.

Solucién: Como y = (4x? + 3x — 2)?/3, se utiliza la regla de la potencia con
u=4x*+3x -2
ya= % Se tiene

dy 2 5 ., d
— =@ 4+ 3x =)@ 4 4 3x -2
I 3(x—i—x ) dx(x+x )

2
= g(4x2 +3x —2)"13(8x + 3)

2(8x + 3)
37/4x2 +3x —2
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La técnica usada en el ejemplo 5

se utiliza con frecuencia cuando el
numerador de un cociente es una
constante y el denominador no lo es.

Aqui el problema es reconocer la forma
de la funcién que se va a diferenciar.
En este caso, es una potencia, no un
cociente.

Asi,
dy|  2-13) 13
dx x:—2_ 3\3/§ B 3

Ahora resuelva el problema 19

EJEMPLO 5 Uso de la regla de la potencia
d

Si y = ———, encuentre _y'
x2 =2 dx

Solucion: Aunque aqui puede emplearse la regla del cociente, un procedimiento mas efi-
ciente consiste en tratar el lado derecho como la potencia (x> — 2)~! y utilizar la regla de la
potencia. Sea u = x> — 2. Entonces y = u~ 'y

d d
ﬁ=&mﬁ4w‘5w—m
= (—D(x* —2)(2x)
_ 2x
(2 —2)2

Ahora resuelva el problema 27 <

EJEMPLO 6 Diferenciacion de una potencia de un cociente

. 25 +5\* dz
Siz=|——— , encuentre —.
s24+1 ds

Solucién: Como z es una potencia de una funcién, primero se utiliza la regla de la potencia:
dz _  (25+5\""d (2545
ds \s2+1 ds \ s +1

Ahora se emplea la regla del cociente:

d _, <2s + 5)3 ((s2 + D) — 2s+ 5)(2s)>

ds  \s2+1 (2 + 1)?
Al simplificar, se obtiene

dz A (2s+5)3<—2s2—10s+2)

ds (24 1) (2 + 1)
_ 8(s2 +5s—1)(2s + 5)3
B (s2+ 1)3

Ahora resuelva el problema 41 <

EJEMPLO 7 Diferenciacion de un producto de potencias
Siy = (x? — 4)(3x + 5)*, encuentre y'.
Solucién: Como y es un producto, se aplica primero la regla del producto:
d d
Y =08 =4’ —(Gx +5)) + Gx +5) - ((* — 4))
dx dx
Ahora se emplea la regla de la potencia:
Y =7 —4P(@EGx +57(3) + BGx + 5)*(5(x* — 4)*(2x))
= 12(x* — 4)°(3x + 5)° + 10x(3x + 5)*(x* — 4)*



Al diferenciar un producto en el que
al menos un factor es una potencia, la
simplificacién de la derivada implica,
por lo general, factorizar.
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Para simplificar, primero se eliminan los factores comunes:
y = 2% — 4)*Gx + 5)°[6(x* — 4) + 5x(3x + 3)]
=2(x> — 4)*(3x + 5)°(21x* + 25x — 24)

Ahora resuelva el problema 39 <

Usualmente, se usaria la regla de la potencia para diferenciar y = [u(x)]". Aunque una
funcién como y = (x> 4 2)? puede escribirse como y = x* + 4x? + 4 y diferenciarse con
facilidad, este procedimiento no es préctico para una funcién como y = (x> + 2)'°%. Como
y = (x2 4 2)!90 e5 de la forma y = [u(x)]", se tiene que

y = 1000(x* + 2)*°(2x)

Producto del ingreso marginal

Ahora se utilizard lo aprendido en cdlculo para desarrollar un concepto de importancia en
el estudio de la economia. Suponga que un fabricante emplea m personas para producir un
total de g unidades de cierto articulo por dia. Se puede pensar que g es una funcién de m. Sir
es el ingreso total que el fabricante recibe al vender esas unidades, entonces r también puede
considerarse como una funcién de m. Asi, podemos ver a dr/dm como la razén de cambio
del ingreso con respecto al nimero de empleados. La derivada dr/dm se llama producto del
ingreso marginal. Es aproximadamente igual al cambio en el ingreso que resulta cuando un
fabricante emplea un trabajador adicional.

EJEMPLO 8 Producto del ingreso marginal

Un fabricante determina que m empleados producirdn un total de ¢ unidades de cierto ar-
ticulo por dia, donde

10m?

TS "

Si la ecuaciéon de demanda para el producto es p = 900/(g + 9), determine el producto del
ingreso marginal cuando m = 9.

Solucién: Es necesario encontrar dr/dm, donde r es el ingreso. Observe que por la regla

de la cadena,
drdr dq

d_m_@'dm

Asi, se debe encontrar dr/dq y dg/dm cuando m = 9. Se comienza con dr/dgq. La funcién

de ingreso estd dada por
< 900 ) 900¢g
r = = _— —_———
PI=\g+9)77 449

por lo que, a partir de la regla del cociente,

dr (g +9)(900) —900g(1) 8100

dg (q+9)? S (q+9)2

Para evaluar esta expresién cuando m = 9, se utiliza primero la ecuacién g = 10m?/
v/m? + 19 para encontrar el valor correspondiente de g:

_ 10(9)? _ g1
V92 +19
De modo que,
dr _dr 8100
dql,_o  dql,_g BL+972
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Una férmula directa para obtener el

producto del ingreso marginal es

dr  dq . dp
dm ~ dm r qdq

Diferenciacion

Ahora se calcula dg/dm. A partir de las reglas del cociente y la potencia se tiene
dg  d 10m?
dm — dm \ /m? ¥ 19
d d
(m* + 19)!2—(10m?*) — (10m*)—[(m* + 19)'/?]
_ dm dm

- [(m2 4 19)1/2]2
B (m? + 19)'2(20m) — (10m2)[%(m2 + 19" 12(2m)]

m? + 19
por lo que
dg|  81+19)"220-9)—(10-8D)[5(81 4 19)""/*(2-9)]
dm|,_o 81+ 19
=10.71
Entonces, por la regla de la cadena,
dr
— = (1)(10.71) = 10.71
dm|,,_q

Esto significa que al emplear a un décimo trabajador, el ingreso aumentard en aproximada-
mente $10.71 por dia.

Ahora resuelva el problema 80 <

PROBLEMAS 11.5 messssss—

En los problemas del 1 al 8, utilice la regla de la cadena.

CSiy=u?—-2uyu=x*

Siw=wyu=
YU=TT

LI R SR

s=—1

7. Siy=3w?— 8w+ 4 yw=2x?>+ 1, encuentre dy/dx cuando

. Siy=2u®-8uyu="7x-x encuentre dy/dx.

Siy= i y w = 3x — 5, encuentre dy/dx.

Siy= \t;E y z=x> —x* + 3, encuentre dy/dx.

T encuentre dw/dt cuando r = 1.

. Siz=u?+Ju+9y u=2s>— 1, encuentre dz/ds cuando

— x, encuentre dy/dx. My = Vx4 T 32.y= V2t \/%
33, y=x32x+3) 3. y=x(x +4)*
35 y=4x>V5x + 1 36. y=4xV1—x2
37. y= (> +2x — 1)’(5x) 38, y=x*(x* — 1)
39, y=(8x — 1*Qx+ 1* 40. y = (3x +2)°(4x — 5)°

x—3\" 2x \*
41. y = 42. y =
Y <x+2> Y <x+2>

1 J8x* =3
x=0. 43. y = e 4. y= xz
8. Siy=2u3+3u?+ 5u—1yu=3x+ 1,encuentre dy/dx cuando x—5 x*+2
_ 2x =5 (4x —2)*
x=1. 45. v =
T @ty 46. y= o
En los problemas del 9 al 52, encuentre y'. & 1)’ 3x*+7
X — 3
9. y=03x+2)° 10. y = (x* — 4)* 47. y = m 48. y =y (x—3)(x+5)
11. y = (3 +253) 12, y= (2 +x)* 49. y=6(5x2+2)Vx*+5  50. y=6+3x —4x(Tx + 1)
2x2 + 1*
13, y= 507 — 322 4200 14, y= T =1 (8—T)}
2 51. y=8t+ m - 4
15, y=(x? —2)73 16. y = (2x* — 8x)~12
y=07-2) 6. y= (2~ 8 o, 6T —5)
17. y = 2% +5x —2)7/7 18. y =3(5x —2x%) /3 - Y= (2x + 47
19. y = +/5x2 —x 20. y=+/3x2—-7
En los problemas 53 y 54, utilice las reglas del cociente y de la
— A1 — 32 —
2L y=v2x—1 22. y=+/8x 1 potencia para encontrar y'. No simplifique su respuesta.
— 47 (2 3 — 735 — 3)
23. y=4J(*+1) 24. y =Ty =3) Gx+ 230+ 1) VX F2(4x% — 1)
25, y=-——— 2. y=—— &= =7 9x =3
202 —x+1 xt 42
1 1 55. Siy = (5u + 6)° y u = (x> + 1)*, encuentre dy/dx cuando x = 0.
27, y= ——— 28, y= —— 56. Siz=2y>—4y+5,y=6x — 5y x = 2t, encuentre dz/dt
(o2 = 3xy? (3 +5x)° cuando t = 1.
2. y— 4 30, v — 3 57. Encuentre la pendiente de la curvay = (x> — 7x — 8)*en el
BRIV re YT G —xpn punto (8, 0).



58. Encuentre la pendiente de la curva y = +/x + 2 en el punto (7, 3).

En los problemas del 59 al 62, encuentre una ecuacion de la recta
tangente a la curva en el punto dado.

59. y =y &2 =8)% (3,1)

JIXF2 [ 3 -3
61 y= YEH=2 ()0 62. y= — . (0,-3)
x4+1 2 (3x2 +1)3

En los problemas 63 y 64, determine la razon de cambio porcentual
de y con respecto a x para el valor dado de x.
1

-

60. y = (x +3)%; (—1,8)

63. y=(x*>+1D"x=1 64. y= =2

En los problemas del 65 al 68, q es el nimero total de unidades
producidas al dia por m empleados de un fabricante y p es el precio
de venta por unidad en el que se venden las q unidades. En cada
caso, encuentre el producto del ingreso marginal para el valor dado
de m.

65. g =5m,p=—-04g+50,m=06

66. g = (200m — m?)/20,p = —0.1g + 70; m = 40

67. ¢ = 10m*/m2 +9,p=525/(q+3);m=4

68. g = 50m/~/m?>+11,p =100/(q + 10); m =5

69. Ecuacion de demanda Suponga que p = 100 — /¢ + 20
es una ecuacion de demanda para el producto de un fabricante.
(a) Encuentre la razén de cambio de p con respecto a g.

(b) Calcule la razén de cambio relativa de p con respecto a q.

(¢) Determine la funcién de ingreso marginal.

70. Producto de ingreso marginal Sip = k/q, donde k es

una constante, es la ecuacion de demanda para el producto de un
fabricante y g = f(m) define una funcién que da el nimero total
de unidades producidas al dia por m empleados, demuestre que el
producto del ingreso marginal es siempre igual a 0.

71. Funcion de costo El costo ¢ de producir ¢ unidades de un
producto estd dado por

¢ =5500 + 12g + 0.24>
Si el precio de p unidades estd dado por la ecuacion
q =900 — 1.5p

utilice la regla de la cadena para encontrar la razén de cambio del
costo con respecto al precio unitario cuando p = 85.

72. Altas de hospital Una dependencia gubernamental de salud
examind los registros de un grupo de individuos que estuvieron
hospitalizados por una enfermedad especifica. Se encontré que la
cantidad total de personas que fueron dadas de alta al final de ¢ dias
de hospitalizacién estaba dada por

250 1\’
f(t):1_<250+r)

Encuentre #/(100) e interprete su respuesta.
73. Costo marginal Si la funcién de costo total para un fabrican-
te estd dada por
4q?
¢ = ————= + 6000

NrEs

encuentre la funcién de costo marginal.

Seccion 11.5 Regla de la cadena 533

74. Salario y educacion Para cierta poblacion, si E es el nimero
de afios de educacién de una persona y S representa el salario anual
promedio, entonces para £ =7,

S = 340E? — 4360E + 42 800

(a) ¢(Qué tan rdpido estard cambiando el salario con respecto a la
educacion cuando E = 16?

(b) (A qué nivel educativo la tasa de cambio del salario es igual a
$5000 por afio de educacién?

75. Biologia El volumen de una célula esférica esta dado por
V= %ﬂr3, donde r es el radio. En un tiempo de 7 segundos, el radio
(en centimetros) estd dado por

r=10"3%24+10"¢

Use la regla de la cadena para encontrar dV/dt cuando t = 10.

76. Presion en tejidos vivos Bajo ciertas condiciones, la presion
p desarrollada en los tejidos vivos por la radiacion ultrasénica estd
dada como una funcién de la intensidad de la radiacion mediante la
ecuacion'’

p=Q2pVD'?

donde p (letra griega que se lee “ro”) es la densidad del tejido afec-
tado y V la velocidad de propagacion de la radiacién. Aqui py V son
constantes. (a) Encuentre la razén de cambio de p con respecto a /.
(b) Encuentre la razén de cambio relativa de p con respecto a /.

77. Demografia Suponga que para cierto grupo de 20 000 naci-
mientos, el nimero de personas que alcanzan a vivir x afios es

I, = —0.000354x* + 0.00452x> + 0.848x> — 34.9x + 20 000
0<x<952

(a) Encuentre la razén de cambio de I con respecto a x y evalie su
respuesta para x = 65.

(b) Encuentre la razén de cambio relativa y la razén de cambio
porcentual de /_cuando x = 65. Redondee sus respuestas a tres
decimales.

78. Contraccién muscular Un musculo tiene la capacidad de
contraerse al estar sometido a una carga impuesta, por ejemplo, un
peso. La ecuacién

P+av+b=k
» 16

se llama “ecuacion fundamental de la contraccién muscular”.
Aqui, P es la carga impuesta al musculo, v es la velocidad de con-
traccion de las fibras musculares y a, b y k son constantes positivas.
Exprese v como una funcién de P. Utilice su resultado para encon-
trar dv/dP.

79. Economia Suponga que pg = 100 es la ecuacion de demanda
para el producto de un fabricante. Sea c el costo total y suponga
que el costo marginal es 0.01 cuando g = 200. Utilice la regla de la
cadena para encontrar dc/dp cuando g = 200.

80. Producto del ingreso marginal Un empresario que emplea
m trabajadores encuentra que ellos producen

q =2mQ2m + 1)*?

unidades de cierto articulo diariamente. El ingreso total r estd dado
por
50q

/1000 + 3¢

SR. W. Stacy et al., Essentials of Biological and Medical Physics (Nueva
York: McGraw-Hill Book Company, 1955).
151bid.
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(a) ;Cudl es el precio por unidad (al centavo mds cercano) cuando
hay 12 trabajadores?

(b) Determine el ingreso marginal cuando hay 12 trabajadores.
(¢) Determine el producto del ingreso marginal cuando m = 12.
81. Suponga que y = f(x), donde x = g(7). Dado que
82)=3,82) =412 =5/2) =683 =750 =8,

d
f(3) =9y f'(3) = 10, determine el valor de d—}; |t:2.

82. Negocios Un fabricante determiné que, para su producto, el
costo promedio diario (en cientos) estd dado por

&183. Si
y=(u+2)vVu+3

u=x(x>+3)°

encuentre dy/dx cuando x = 0.1. Redondee su respuesta a dos
decimales.

84. Si
V@ +35 g 18 L
(a) Conforme la produccién diaria crece, el costo promedio se apro- y
xima a una cantidad constante. ;Cudl es esta cantidad?
(b) Determine el costo marginal del fabricante cuando se producen u= x+4
17 unidades por dia. 2x + 3)3
(c) El fabricante determina que si la produccién y las ventas se
incrementaran a 18 unidades diarias, el ingreso creceria a $275. encuentre dy/dx cuando x = —1. Redondee su respuesta a dos
(Deberd realizar este aumento? ;Por qué? decimales.
RepaSO del CﬂpltUlO 11—
Términos y simbolos importantes Ejemplos
Seccion 11.1 La derivada
recta secante recta tangente pendiente de una curva Ej. 1,p. 494
derivada I TS TR =00 @ 2S00 Ej.2.p. 495
h—0 h =X 7 —X
. . . d dy :
cociente de diferencias f'(x) y a(f (%)) o Ej. 4, p. 496
Seccion 11.2 Reglas para la diferenciacion
funcion potencia regla del factor constante regla de la suma o la diferencia Ej.5,p. 505
Seccion 11.3 La derivada como una razén de cambio
funcién de posicion Ax velocidad razén de cambio Ej. 1,p.510
funcion de costo total costo marginal costo promedio Ej.7,p.513
funcion de ingreso total ingreso marginal Ej.8,p.514
razén de cambio relativa razén de cambio porcentual Ej.9,p.515
Seccion 11.4 Regla del producto y regla del cociente
regla del producto regla del cociente Ej.5,p.522
funcién de consumo  propensién marginal al consumo y al ahorro Ej.9,p. 524
Seccion 11.5 Regla de la cadena
regla de la cadena regla de la potencia producto del ingreso marginal Ej. 8,p. 531

Resumen

La recta tangente (o tangente) a una curva en el punto P es la
posicion limite de las rectas secantes PQ cuando Q se acerca
a P alo largo de la curva. La pendiente de la tangente en P se
Ilama pendiente de la curva en P.

Siy =f(x), la derivada de fen x es la funcién f’(x) defini-
da por el limite de la ecuacién

oy = Jig LEH D1

En forma geométrica, la derivada proporciona la pendiente de
la curva y = f(x) en el punto (x, f(x)). Una ecuacion de la recta
tangente en un punto particular (a, f(a)) se obtiene evaluando
f’(a), que es la pendiente de la recta tangente, y utilizando la

forma punto-pendiente de una recta: y — f(a) = f'(a)(x — a).
Cualquier funcién que es diferenciable en un punto, también
debe ser continua ahi.

Hasta ahora, las reglas analizadas para encontrar derivadas
son las siguientes, para las cuales se supone que todas las fun-
ciones son diferenciables:

d
d—(c) = 0, donde c es cualquier constante.
x

d—(x“) = ax“"', donde a es cualquier nimero real.
X

d
d—(cf (x)) = ¢f'(x), donde c es una constante.
x



d

@) =f ') +8)
X

d

7@ -t =f ') —g'®)
X

d

—((0g(x) = f (x)g(x) +(x)g @)
d (@ ) _ @) —fg'®)
dx \ g(x) (3)?

dy dy du .
— = — . —, donde y es una funcion de u y u es una
dx du dx L

funcion de x.

d du .
d—(u“) = au®~'—, donde u es una funcién de x y a
X . .
es cualquier nimero real.

La derivada dy/dx también puede interpretarse como dar
la raz6n de cambio (instantdnea) de y con respecto a x:

d A
Y e 2L —

cambio en y

= = Iim -
dx Ax—0 Ax  Ax—0 cambio en x

En particular, si s = f(¢) es una funcién de posicién, donde s es
la posicion en el tiempo ¢, entonces

d.
d_j = velocidad en el tiempo ¢

En economia, el término marginal se utiliza para describir de-
rivadas de tipos especificos de funciones. Si ¢ = f(g) es una
funcion de costo total (¢ es el costo total de ¢ unidades de un
producto), entonces la razén de cambio
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El costo marginal se interpreta como el costo aproxima-
do de una unidad adicional de produccién. (El costo promedio
por unidad, ¢, estd relacionado con el costo total ¢ mediante
¢ = c/q, 0, de manera equivalente, ¢ = ¢q).

Una funcién de ingreso total »r = f(q) proporciona el in-
greso r de un fabricante al vender g unidades de un producto.
(El ingreso r y el precio p se relacionan mediante r = pq). La
razén de cambio

d
d_r se llama ingreso marginal
q

y se interpreta como el ingreso aproximado que se obtiene al
vender una unidad adicional de producto.

Si r es el ingreso que un fabricante recibe cuando se vende
la produccién total de sus m empleados, entonces la derivada
dr/dm = dr / dq - dq /dm se llama producto del ingreso mar-
ginal y proporciona el cambio aproximado que resulta en el
ingreso cuando el fabricante contrata un empleado extra.

Si C =f(I) es una funcién de consumo, donde / es el ingre-
so nacional y C es el consumo nacional, entonces

dc : .
— es la propension marginal al consumo

dl

dc
1— i es la propension marginal al ahorro

Para cualquier funcion, la razén de cambio relativa de f(x) es
')
@)

que compara la razén de cambio de f(x) con la propia funcion
f(x). Larazén de cambio porcentual es

dc
— se llama costo marginal "(x
dq ¢ D 100%
Jx)
Problemas de repaso
En los problemas del 1 al 4, utilice la definicion de derivada para 19. y = (8 + 2x)(x% + 1)* 20. g(z) = (225 +5
encontrar f'(x). )
21 fly = 2. y= 2P
1 f(x)=2—x* 2. f) =58 —2x+ 1 -f(z)—m V=S d
3. f(x) = 3% 4. f(x) = 23, y= A — 1 24. f(0) = (1+2)"2
1+ 4x 1 x(x+ 1)
En los pri)blemas del 5 al 38, diferencie. 5. y= N 26. y = 222 +3
5. y=7 6. y=ex § ) (et 3)
7.y =t — V2 2% 4 8 y=4(x2+5)—Tx 27. h(x) = (ax + b)"(cx +d)" 28. y = .
_ 22 Sx —4
9. f(5) =5(s> +2) 10. y = /x+3 29, y= x+6 30. f(x) =55V3+ 21"
2 X
1 y= 2! 12 y= L
5 nx"

13. y= (P + 7)) = x> +5)

14. y =24+ D)%% —6)

15. f(x) = (2x% + 4x)'%0 16. f(w) = wy/w + w?
5x% — 8x

18. y =

ax+b Y 2x

17. y =

X a
31 y=2x38 4 (2x)7/8 32, y= \/g + \/;

2
6
3 y= 34. y = /(7= 327
x2+5
35. y = (& + 632 +9)/5 36. 2 =040 +1)3+05
—3z -3
37. o) = — 38 g)= — >
80 = o 80 = sF 1257
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En los problemas del 39 al 42, encuentre una ecuacion de la recta
tangente a la curva en el punto correspondiente al valor dado de x.

39. y=x>—6x+4,x=1 40.y=—2x23+6x—|—1,x=2
4. y=Jx,x=8 2. y=——x=11
x—10

43. Sif(x) = 4x* + 2x + 8, encuentre las razones de cambio relati-
va y porcentual de f(x) cuando x = 1.

44. Sif(x) = x/(x + 4), encuentre las razones de cambio relativa y
porcentual de f(x) cuando x = 1.

45. Ingreso marginal Sir = ¢(20 — 0.1¢) es una funcién de
ingreso total, encuentre la funcion de ingreso marginal.

46. Costo marginal Si

¢ =0.0001¢° — 0.02¢> + 3¢ + 6000

es una funcidn de costo total, encuentre el costo marginal cuando
g = 100.
47. Funcion de consumo Si

C=9+0.71—-02VI

es una funcién de consumo, encuentre la propensién marginal al
consumo y al ahorro cuando 7 = 25.

+ 12

48. Ecuacion de demanda Sip = a 5 es una ecuacion de

demanda, encuentre la razén de cambio del precio p con respecto a
la cantidad g.

49. Ecuacion de demanda Sip = —0.1g + 500 es una ecuacion
de demanda, encuentre la funcién de ingreso marginal.

3
50. Costo promedio Sic = 0.03g + 1.2 + — es una funcién de
q

costo promedio, encuentre el costo marginal cuando ¢ = 100.

51. Funcion de costo en una planta de energia La funcién de
costo total de una planta de energia eléctrica se estima mediante la
ecuacion!”

¢ =16.68 + 0.125g + 0.004394> 20 <g <90

donde ¢ es la produccién total en 8 horas (como porcentaje de la ca-
pacidad) y c es el costo total del combustible. Encuentre la funcién
de costo marginal y evalidela cuando g = 70.

52. Producto del ingreso marginal Un fabricante determina que
m empleados producirdn un total de ¢ unidades por dia, donde

q = m(60 — m)
Si la funcién de demanda estd dada por
p=-002g+ 12

encuentre el producto del ingreso marginal cuando m = 10.

53. Polilla de invierno En un estudio relativo a la polilla de
invierno realizado en Nueva Escocia,'® se determiné que el nimero
promedio, y, de huevecillos en una polilla hembra es una funcién de
su ancho abdominal x (en milimetros), donde

y=f(x) = 14x> — 17x* — 16x + 34

y 1.5 <x <3.5. A qué razén cambia el nlimero de huevecillos con
respecto al ancho abdominal cuando x = 27

17J. A. Nordin, “Note on a Light Plant’s Cost Curves”, Econometrica, 15
(1947), pp. 231-255.

3D, G. Embree, “The Population Dynamics of the Winter Moth in Nova Sco-
tia, 1954-1962”, Memoirs of the Entomological Society of Canada, nim. 46
(1965).

54. Relacion huésped-parasito Para una relacion particular
huésped-pardsito, se encontré que cuando la densidad de huésped
(nimero de huéspedes por unidad de drea) es x, el nimero de hués-
pedes con pardsitos es

1
y=12(1- x>0
1+ 3x

(Para qué valor de x la derivada dy/dx es igual a %?

55. Crecimiento de bacterias En cierto cultivo se tienen bacte-
rias en crecimiento. El tiempo ¢ (en horas) necesario para que el nu-
mero de bacterias se duplique (tiempo de generacién) es una funcién
de la temperatura T (en grados Celsius) del cultivo y estd dado por

| 1
ul + 5 si 30<T <36

/ :gr—‘f si 36 < T <39
Encuentre dt/dT cuando (a) T =38y (b) T = 35.
56. Movimiento La funcién de posicion de una particula que se
desplaza en linea recta es

9

ST w3

donde ¢ estd en segundos y s en metros. Encuentre la velocidad de la
particulaent=1.

57. Razén de cambio El volumen de una esfera estd dado por
V= énd3 ,donde d es el didmetro. Encuentre la razén de cambio
de V con respecto a d cuando d = 2 pies.

58. Movimiento La funcién de posicion para una pelota lanzada
verticalmente hacia arriba desde el suelo es

s =218¢— 162

donde s es la altura en pies desde el suelo después de ¢ segundos.
(Para qué valor o valores de ¢ 1a velocidad es igual a 64 pies/
segundo?

59. Encuentre la funcién de costo marginal si la funcion de costo
promedio es

10 000
pE

60. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva

2V +1
r= x4 4 2x

en el punto sobre la curva donde x = 1.
61. Un fabricante encontr6 que con m empleados trabajando, el
nimero de unidades producidas por dia es

g = 10/m? + 4900 — 700
La ecuacion de demanda para el producto es

8q + p* — 19300 = 0

donde p es el precio de venta cuando la demanda para el producto es
de g unidades por dia.
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(a) Determine el producto de ingreso marginal del fabricante cuan- [ 64. La funcién de costo total para un fabricante estd dada por

do m = 240.

(b) Encuentre la razén de cambio relativa del ingreso con respecto
al nimero de empleados cuando m = 240.

(¢) Suponga que al fabricante le costaria $400 més por dia contratar
un empleado adicional. ; Aconsejaria usted al fabricante contratar al
empleado ntimero 241? ;Por qué si o por qué no?

62. Sif(x) = xe™*, utilice la definicion de derivada (“limite de un

cociente de diferencias”) para estimar f’(1). Redondee su respuesta
a tres decimales.

63. Si f(x) = +/x2 + 3x — 4, utilice la funcién de derivacién nu-

mérica de su calculadora gréfica para estimar la derivada cuando
x = 10. Redondee su respuesta a tres decimales.

5¢° + 4
c= ——
Va© +6

Utilice la funcién de derivacién numérica de su calculadora grafica
para estimar el costo marginal cuando se producen 15 unidades.
Redondee su respuesta al centavo mds cercano.

65. Demuestre que la regla basica 0 es en realidad una consecuencia
de la regla combinada 1 y el caso en que a = 0 de la regla basica 1.
66. Demuestre que la regla basica 1 para los enteros positivos es
una consecuencia de la regla combinada 3 (la regla del producto) y
el caso en que a = 1 de la regla bdsica 1.
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@EXPLORE Y AMPLIE Propensién marginal al consumo

na funcién de consumo puede definirse ya sea para

una nacién, como en la seccién 11.4, o0 para una fami-

lia individual. En cualquier caso, la funcién relaciona
el consumo total con el ingreso total. Una funcién de ahorro,
de manera andloga, relaciona el ahorro total con el ingreso
total, ya sea en una nacién o a nivel familiar.

Los datos acerca del ingreso, consumo y ahorro para Es-
tados Unidos como un todo pueden encontrarse en las tablas
de Cuentas del Producto e Ingreso Nacional (NIPA, por sus
siglas en inglés) recopiladas por la oficina de Andlisis Eco-
némicos, una division del Departamento de Comercio de Es-
tados Unidos. Las tablas pueden descargarse de www .bea .
gov . Para los afios 1959 a 1999, la funcién de consumo na-
cional se indica por medio del diagrama de dispersion de la
figura 11.13.
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1000
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I I I I I I I I
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Disposicion personal del ingreso (miles de millones $)

FIGURA 11.13 Funcién del consumo nacional para Estados
Unidos.

Observe que los puntos estdn ubicados mas o menos a lo
largo de una linea recta. Una regresion lineal da la ecuacion
para esta recta como y = 0.9314x — 99.1936.

La propension marginal al consumo derivada de esta gra-
fica es simplemente la pendiente de la recta, esto es, alrededor
de 0.931 0 93.1%. Entonces, a nivel nacional, un incremen-
to de mil millones de dolares en el ingreso total disponible
produce un incremento de $931 millones en el consumo. Y
de suponer que el resto se ahorra, existe un aumento de $69
millones en ahorros totales.!”

Quiza algo mas sencillo para relacionar, por los nimeros
mas pequefios involucrados, es la funciéon de consumo para
una familia. Esta funcidn estd documentada en Encuestas de
Gastos del Consumidor llevadas a cabo por la Oficina de Es-
tadisticas de Trabajo, que es parte del Departamento de Tra-
bajo de Estados Unidos. Los resultados de las encuestas para
cada afo pueden descargarse de www.bls.gov/cex/.

La encuesta de cada afio proporciona informacion para
cinco quintiles, donde un quintil representa un quinto de las
familias de Estados Unidos. Los quintiles se ordenan de acuer-
do con el ingreso, de modo que el quintil inferior representa
al 20% mas pobre de las familias de Estados Unidos y el
quintil superior representa al 20% mas rico.

Ingreso después de impuestos  Gastos totales

$7101 $16 766
$17 576 $24 850
$30 186 $33 078
$48 607 $46 015
$98 214 $75 080

Para el afio 1999, el ingreso y el consumo son como se
muestra en la tabla 11.3. Los nimeros son valores promedio

19En realidad, también deben tomarse en cuenta los pagos de intereses y otros gastos no contabilizados como

consumos. Pero de ahora en adelante se ignorard esta complicacion.
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dentro de cada quintil. Si estos datos se grafican por medio
de una calculadora gréfica, los puntos caen en un patrén que
podria aproximarse de manera razonable a una linea recta,
pero podria aproximarse mejor mediante la forma de una cur-
va —cualitativamente, parecida a una funcién raiz cuadrada
(figura 11.14).

100 000

80 000

60 000

Gastos totales ($)

40 000

20 000

I I I I I
20000 40000 60000 80000 100000

Ingreso después de impuestos ($)

FIGURA 11.14 Funcion del consumo familiar (Estados Unidos).

La mayoria de las calculadoras grificas no tienen una
funcién de regresion para una funcién de tipo raiz cuadrada.
Sin embargo, si tienen una funcién de regresion cuadratica
—y la inversa de una funcién cuadrética es una funcién de
tipo raiz cuadrada—. (Las funciones inversas se definieron
en la seccién 2.4). Asi que se procede como sigue. Primero,
se utilizan las capacidades estadisticas de una calculadora
para introducir los nimeros de la segunda columna de la ta-
bla 11.3 como valores de x y los de la primera columna como
valores de y. Segundo, se realiza una regresion cuadratica. La
funcién obtenida estd dada por

y = (44627 x 107%)x> 4+ 1.1517x — 13 461

Tercero, se intercambian las listas de los valores de x y y en
preparacion para la gréfica. Cuarto, se reemplaza y por x y
x por y en la ecuacion de regresion cuadrética, enseguida
se despeja y (usando la férmula cuadrética) para obtener la
ecuacion

(—13461 —x)
2(4.4627 x 10-6)

2 -6
_1_1517i\/1.1517 4(4.4627 x 1076)

y:

0, de manera mds simple,

y=—129036 + V1.9667 x 1010 + 224 080x

Por dltimo, se introduce la mitad superior de la curva (que
corresponde a la parte + del signo £) como una funcién
para graficar; luego se despliega junto con una grafica de
los datos. El resultado se parece al que se muestra en la
figura 11.15.

Para encontrar el consumo marginal para un ingreso
dado, ahora se usa la funcién dy/dx. Por ejemplo, para
encontrar el consumo marginal en $50 000, se selecciona
dy/dx y luego se introduce 50000. La calculadora regresa
el valor 0.637675, el cual representa un consumo marginal
de alrededor del 63.8%. En otras palabras, una familia con
ingresos de $50 000 anuales, si tiene un ingreso adicional
de $1000, gastaria $638 de estos ultimos y el resto lo aho-
rrarfa.

100 000

e

__'_,I'
-I:"-F'

0 100 000
0

FIGURA 11.15 Griéfica de la curva de regresion.

Problemas

1. Compare la funcién de consumo de la figura 11.13 con las
funciones de consumo de los problemas 63 y 64 de la seccién
11.5. Proporcione dos formas en las que estas funciones de
consumo difieren de manera significativa e interprete las di-
ferencias de manera cualitativa.

2. En la primera columna, el primer renglén de la tabla 11.3
tiene $7101 y en la segunda columna tiene $16 766. ;Qué
significa esto?

3. Suponga que una familia tiene ingresos anuales de $25 000
y en 1999 recibié un bono extra inesperado por $1000. ; Cuan-
to de ese cheque esperaria usted que la familia gastara?
(Cuanto ahorraria?

4. Suponga que una familia con ingresos de $90 000 anuales
recibié en 1999 un bono extra inesperado por $1000. ; Cuanto
de ese bono gastaria?

S. (Cudles son las razones de la vida real para explicar la
diferencia entre las respuestas de los problemas 3 y 4?



