"‘l&"}r ,v‘&’l“‘
o

i} ;)

Geometria de espacios

vectoriales

1 Aplicar las propiedades de conjuntos de vectores que
pueden considerarse como objetos geométricos (segmen-
tos de recta, poligonos y objetos sélidos) en problemas de
graficas por computadora, programacion lineal, etcétera.

2 Explicar la aplicacion posible de las coordenadas
baricéntricas en la coloracion, iluminacién y
sombreado de pequenas superficies triangulares
planas con un programa de graficos.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

¢ Identificar si una combinacion lineal de vectores dada
es una combinacion afin. Dar un punto p que sea
combinacion afin de un conjunto de vectores. Expresar
y como una combinacion afin de vy, v, ... , V;.
Determinar si un punto p es combinacion afin de
un conjunto de vectores.

¢ Proporcionar la envolvente afin de los conjuntos {v;}
y {vi vo}. Dados S = {v; v, --- vt} Y p, determinar si
p esta en el espacio generado por Sy si esta en la
envolvente afin de S. Visualizar geométricamente
ejemplos de envolventes afines de conjuntos.

¢ Si el conjunto solucién de Ax = b es la forma
X = cu + p, encontrar v, y v, tales que el conjunto
solucion sea la envolvente afin de {v; v,}.

¢ Dados vy v, --- Vi Y p, €Xpresar p como una
combinacién afin de los vectores utilizando la forma
homogénea estandar. Determinar si un conjunto S =
{vi v, < v;} es afinmente dependiente (con métodos
diferentes) y construir una relaciéon de dependencia
afin para los puntos. Construir ejemplos de conjuntos
que tengan dependencia afin (con uno, dos o tres
puntos diferentes de cero). Construir ejemplos de
conjuntos en R? y R que tengan independencia afin.
Proporcionar las coordenadas baricéntricas de un
punto en R? respecto a un conjunto de tres vectores
en R? afinmente independientes e interpretarlas
geométricamente. En un plano coordenado, dibujar los
tres puntos de un conjunto S afinmente independiente,
formar un triangulo con ellos, dibujar varios puntos
(unos fuera del triangulo, otros dentro, otros sobre
algun lado) y determinar, sin calcular los valores reales,
el signo de las coordenadas baricéntricas de cada uno.

Dados los colores de tres vértices de un triangulo en
R3, encontrar el color interpolado de un punto p.

Determinar si una combinacién lineal de la forma
c1vy + ¢vp + oo+ + Vi, con v; en R, es una
combinacion convexa. Describir o bosquejar la
envolvente convexa de un conjunto S de puntos

p en R? que satisface ciertas condiciones dadas.
Determinar si un conjunto de puntos dados esta

en la envolvente convexa descrita y si un punto se
encuentran en la envolvente convexa de un conjunto
S = {vy v < v;}. Determinar, dado un conjunto de
puntos y un conjunto S = {vy v» --- v}, si los puntos
se encuentran en el espacio generado por S, en la
envolvente afin de Sy en la envolvente convexa de S.
Considerar ejemplos en los que la propiedad de
ortogonalidad de S permita calcular los pesos de la
combinacion lineal usando la proyeccion ortogonal.

Dados un conjunto S = {v; v, --- v;} afinmente
independiente y las coordenadas baricéntricas de un
conjunto de puntos respecto a S, determinar si cada
punto esta dentro, fuera, sobre la superficie o sobre
una arista de la envolvente convexa de S.

Dados v; v, < v, € R", peER,civitcevy+ - +
avi=pydivy + dovy + --- + dyvi = 0, utilizar el
procedimiento de la demostracion del teorema de
Cartheodory para expresar p en términos de k — 1 de
las v;. Hacerlo de dos formas distintas.

Entender la naturaleza multidimensional de los
problemas de programacion lineal para poder modelar
y resolver aplicaciones de este tipo en diferentes
areas del conocimiento.

Identificar las caracteristicas de las curvas de Bézier
que las hacen fundamentales en programas de
diseno asistido por computadora (CAD), simuladores
de vuelo, asi como en Adobe llustrator, Macromedia
Freehand y lenguajes de programacion como Open GL.

Analizar la aplicacion de las curvas de Bézier para
crear y almacenar objetos graficos y programas de
composicion tipografica revisando por ejemplo su uso
en PostScript® y TrueType®.



ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

Dada una representacion implicita de la recta,
encontrar un descripcion explicita de la recta en forma
vectorial paramétrica y reciprocamente.

Sea L la recta en R? que pasa por los puntos p; y p»,
encontrar una funcional lineal f y un nimero d tales
que L = {x|f(x) = d}.

Analizar graficamente parejas de rectas de la forma
Ly = {x|f(x) = 0} y L; = {x|f(x) = d} en R~

Analizar graficamente hiperplanos paralelos. Proporcio-
nar una representacion explicita del hiperplano H = {x|
f(x) = d} en R", en forma vectorial paramétrica. Dado
H = {x| Ax = b}, encontrar una funcional lineal fy un
ndmero d tales que H = {x| f(x) = d}.

Determinar si un conjunto es abierto o cerrado; o bien
ni abierto ni cerrado; y si un conjunto es compacto o
no, y Si s convexo o no.

Dados tres puntos en R> por los que pasa un
hiperplano H, determinar un vector normal a él;
obtener una funcional lineal fy un ndmero d tales
que H = {x| f(x) = d}.

Dado un hiperplano H con vector normal n y un

punto p en H, determinar qué puntos del conjunto

Vi, Vo, ..., Vi estan del mismo lado de H que el origen.

Dado un conjunto {vi, v, v3} en R? y un punto p,
encontrar la recta que separe estrictamente p
de la envolvente convexa del conjunto.

Dados dos conjuntos de puntos A y B y un hiperplano
H = {x| f(x) = d}, determinar si separa a los
conjuntos, y si no lo hace, indicar si existe algun
hiperplano paralelo a él que los separe. Dados dos
conjuntos de puntos A y B y un vector n, encontrar un
hiperplano H con vector normal n que separe a los
conjuntos. Determinar si existe un hiperplano paralelo
a H que los separe estrictamente.

Analizar graficamente las intersecciones de un cubo
con distintos planos que no lo cortan para determinar
la dimension de los conjuntos que corresponden a
una cara, una arista y un vértice.

Dada una envolvente convexa de S = {p1, p2, p3} €n R2
y una funcion lineal f, obtener el maximo (minimo) de

la funcién y los puntos donde lo alcanza. Graficar los
puntos, la envolvente convexa y el conjunto de puntos
donde la funcion alcanza el maximo (minimo).

Si P es un politopo en R? que satisface Ax=byx =0,
encontrar la representaciéon minima de P. Hacerlo con
un proceso geométrico y con uno algebraico. Cons-
truir un simplejo 3-dimensional, dibujar los que se van
obteniendo. Determinar el ndmero de k-caras de un
simplejo de n dimensiones S" para k=0, 1, ...,n — 1

y verificar que la representacion satisfaga la formula
de Euler.

Describir en forma paramétrica estandar algunas
curvas de Bézier en R?, R® y R*. Enunciar sus
propiedades fundamentales con respecto a las
transformaciones lineales y la envolvente de un
conjunto de puntos e identificar sus ventajas respecto
a los splines cubicos naturales. Calcular el vector
tangente w'(¢) de la curva cuadratica (cubica) de
Bézier w(t), determinar como w'(0) y w'(1) estan
relacionados con los puntos de control y realizar una
descripcion geométrica de las direcciones de esos
vectores tangentes. Explorar qué ocurre si w'(0) =
w'(1) = 0". Indicar las restricciones algebraicas que se
deben imponer sobre los puntos de control {po, p1, P2}
y {p2, p3. ps} de dos curvas cuadraticas (dos curvas
cubicas) de Bézier x(r) y y(¢) que se unen en p, = x(1)
= y(0) para que tengan continuidad geométrica G°;
continuidad geométrica G' o continuidad paramétrica
C! (o continuidad paramétrica C?). Construir la matriz
base de Bézier para una curva de Bézier x(r). Escribir
una curva de Bézier x(f) como un producto de la
matriz de geometria G, la matriz base de Bézier y un
vector columna de potencias de ¢, u(z). Para una curva
cuadratica de Bézier w(z), con puntos de control {po,
P1, P2}, encontrar los puntos de control {ry, ry, r, r3}
para una curva cubica de Bézier x(¢) tal que x(¢) y w(z)
tengan los mismos puntos inicial y final y los mismos
vectores tangentes ent = 0y ¢t = 1. Verificar ademas
que x(1) = w() para0=r=1.

Utilizar algun paquete de computo que permita dibujar
un conjunto de puntos de control y la curva de Bézier
correspondiente.
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Los solidos platonicos

En la ciudad de Atenas, en el afio 387 a. C., el fil6sofo griego
Plat6on fundé una Academia, a la que muchos consideran
como la primera universidad en el mundo. Aunque ahi

se estudiaban ciencias como astronomia, biologia, teorfa
politica y filosoffa, el tema fundamental de estudio fue la
geometria. En efecto, a la entrada de la Academia se lefa

la inscripcion: No entre aqui quien no sepa geometria.

Los griegos quedaron muy impresionados por los
patrones geométricos, como los sélidos regulares.
Un poliedro se llama regular si sus caras son poligonos
regulares congruentes y todos los dngulos en los vértices
son iguales. Cerca de 150 afios antes de Euclides, los
pitagdricos conocian al menos tres sélidos regulares:
el tetraedro (4 caras triangulares), el cubo (6 caras
cuadradas) y el octaedro (8 caras triangulares). (Véase la
figura 1). Esas formas se presentan de manera natural en
cristales de minerales comunes. Solo existen cinco de estos
solidos regulares; a los ya mencionados hay que afiadir el
dodecaedro (12 caras pentagonales) y el icosaedro (20 caras
triangulares).

En el Libro x111 de sus Elementos, Platon analizo la
teorfa basica de esos cinco sélidos, y desde entonces se
les conoce con el nombre de sélidos platénicos.

Durante siglos no hubo necesidad de considerar objetos
geométricos de més de tres dimensiones. Pero en la actualidad

es comtn que los matematicos trabajen con objetos en
espacios vectoriales de cuatro, cinco o incluso cientos de
dimensiones. No necesariamente son claras las propiedades
geométricas que pudieran atribuirse a esos objetos de
grandes dimensiones.

Por ejemplo, ;qué propiedades tienen las rectas en espacios
bidimensionales y los planos en espacios tridimensionales?
(Cudles de esas propiedades podrian ser ttiles en mayores
dimensiones? Las secciones 9.1 y 9.4 presentan algunas
respuestas. Los hiperplanos de la seccién 9.4 serdn importantes
para entender la naturaleza multidimensional de los problemas
de programacion lineal.

(A que “se pareceria” el andlogo de un poliedro en mas
de tres dimensiones? Se obtiene una respuesta parcial con las
proyecciones bidimensionales del objeto tetradimensional,
creadas de manera andloga a las proyecciones bidimensionales
de un objeto tridimensional. La seccién 9.5 ilustra esta idea
para el “cubo” y el “simplejo” de cuatro dimensiones.

El estudio geométrico en grandes dimensiones no solo
aporta nuevas formas de visualizar conceptos algebraicos
abstractos, sino que también genera herramientas aplicables
en R3. Por ejemplo, las secciones 9.2 y 9.6 incluyen aplica-
ciones a graficos de computadora, y en la seccién 9.5 se
delinea una demostracién (en el ejercicio 21) de que en R3
solo existen cinco poliedros regulares.

511
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FIGURA 1 Los cinco sélidos platonicos.

En los capitulos anteriores, la mayoria de las aplicaciones implicaron cdlculos algebraicos
con subespacios y combinaciones lineales de vectores. Este capitulo estudia conjuntos de
vectores que se pueden visualizar como objetos geométricos, segmentos de recta, poligonos
y objetos solidos. Los vectores individuales se ven como puntos. Los conceptos que se pre-
sentan en este capitulo se emplean en graficos de computadora, en programacion lineal y en
otras dreas de mateméticas.'

A lo largo del capitulo, los conjuntos de vectores se describen mediante combinaciones
lineales, pero con diferentes restricciones acerca de los pesos utilizados en dichas combina-
ciones. Por ejemplo, en la seccién 9.1, la suma de los pesos es 1, mientras que en la secciéon
9.2, los pesos son positivos y suman 1. Desde luego, las visualizaciones son en R? o R3, pero
los conceptos también se aplican a R" y a otros espacios vectoriales.

9.1 COMBINACIONES AFINES

Una combinacién afin de vectores es un tipo especial de combinacién lineal. Dados los
vectores (0 “puntos”) vy, Vo,..., v, en R" y los escalares ci,..., ¢,, una combinacién afin
de vy, v2,..., v, es una combinacién lineal

civy + o oy,

tal que los pesos satisfacen ¢ + - + ¢, = 1.

! Véase Foley, Van Dam, Feiner y Hughes, Computer Graphics-Principles and Practice, 2a. edicién (Boston:
Addison-Wesley, 1996), pp. 1083-1112. Este material también analiza “espacios afines” sin coordenadas.
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DEFINICION El conjunto de todas las combinaciones afines de puntos en un conjunto S es la envol-
vente afin (o el afin generado) de S, y se denota como aff S.

La envolvente afin de un solo punto v; es justamente el conjunto {v;}, ya que tiene la
forma c;vy, donde c¢; = 1. Es frecuente que la envolvente afin de dos puntos distintos se
escriba de manera especial. Suponga que y = c¢;v; + cva con ¢ + ¢; = 1. Se escribe ¢ en
lugar de c,, de manera que ¢; = 1 — ¢, = 1 — ¢. Entonces, la envolvente afin de {vy, v,}
es el conjunto

y=( —1)vy +1tvy, contenR (D

Este conjunto de puntos incluye a v; (cuando # = 0) y a v, (cuando ¢ = 1). Si v, = vy, entonces
la ecuacién (1) nuevamente describe solo un punto. En otras palabras, (1) describe la recta
que pasa por v; y v,. Para ver esto, se rescribe (1) en la forma:

y=vytt(vy—v)=p-+rtu, contenR

donde p es v; y ues v, — vy. El conjunto de todos los multiplos de u es Gen {u}, la recta que
pasa por u 'y por el origen. El hecho de sumar p a cada punto sobre esta recta traslada Gen {u}
a la recta que pasa por p paralela a la recta que pasa por u y por el origen. Véase la figura 1.
(Compare esta figura con la nimero 5 de la seccién 1.5).

.
A p+tu
/
/
P fa

FIGURA 1

La figura 2 utiliza los puntos originales v y v,, y muestra aff{v;, vo} como la recta que
pasa por v, y va.

' 3
AY=V +1(V,=v)
/
v, /
1 1(Vy=V,)

\4

aff{v,. v,}

2~ V1

FIGURA 2

Observe que mientras que el punto y en la figura 2 es una combinacién afin de v; y v,
el puntoy — v; es igual a #(v, — v;), que es una combinacién lineal (de hecho, un multiplo)
de v, — v;. Esta relaciéon entre y y y — v; es vdlida para cualquier combinacién afin de
puntos, como lo indica el siguiente teorema.

TEOREMA 1 Un punto y en R” es una combinacién afin de v,..., v, en R” si y solo si y — v; es una
combinacion lineal de los puntos trasladados vo — vy,..., v, — vi.
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DEMOSTRACION Si y — Vi es una combinacién lineal de v, — vy,..., v, — vy, entonces
existen pesos ¢»,..., ¢, tales que

Y—wvi =C2(V2_V])+"'+Cp(vp_vl) (2)
Luego,

y=U0—-co—-—cpvi+cava+:--+cpv, 3)
y los pesos en esta combinacién lineal suman 1. Asi, y es una combinacion affn de vy,..., v,.

A la inversa, suponga que
Yy=cC1Vi+ Vo + o+ Cpv, @
donde ¢y + -+ + ¢, = 1.Comoc; =1 — ¢, — *** — ¢, entonces la ecuacién (4) se puede
escribir como en la ecuacion (3), y esto conduce a (2), lo que demuestra que y — v; es una
combinacién lineal de v, — vy,..., v, — vy. [ |

En el enunciado del teorema 1, el punto v; se podria remplazar por cualquier otro punto
de la lista vy,..., v,. En la demostracion solo cambiaria la notacion.

EJEMPLO 1 Sean v; = [ﬂ,vz - [ﬂ’“ - [;],u - [_ﬂ yy= [ﬂ Si es

posible, escriba y como una combinacién afin de vy, Vo, V3 ¥ V4.

SOLUCION Se calculan los puntos trasladados

1 0 -3 3
w3} w1 =[] o[ ]

Se encuentran los escalares ¢;, ¢3 'y ¢4 tales que
(Va2 —vi) +e3(va—vi) +ca(va—vi) =y —v, (5)
ahora se reduce por filas la matriz aumentada teniendo estos puntos como columnas:
1 0 -3 3 I 0 =3 3
31 0 -1 0 1 9 —-10
Esto demuestra que la ecuacion (5) es consistente, y la solucién general es ¢; = 3cq4 + 3,
¢c3 = —9c4 — 10, con ¢4 libre. Cuando ¢4 = 0,

y—vi=3(v2—vy) —10(v3 —vi) + 0(v4 — vy)

y
y = 8vy 4+ 3v, — 10v3
Como otro ejemplo, se toma c4 = 1. Entonces, ¢, = 6y c3 = —19, asi que
y—vi =6(va—vy)—19(v3 —v|) + 1(v4 — vy)
y

y = 13v; + 6v, — 19v3 + vy |

Mientras que el procedimiento del ejemplo 1 funciona para puntos arbitrarios vy,
V2,..., Vp en R, la pregunta se puede contestar mds directamente si los puntos selecciona-
dos v; son una base para R". Por ejemplo, sea 5 = {by,..., b,} dicha base. Entonces cual-
quier y en R” es una combinacién lineal tnica de by,..., b,. Esta combinacién es una
combinacién afin de las b si y solo si los pesos suman 1. (Estos pesos son justamente las
B-coordenadas de y, como en la seccion 4.4).
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TEOREMA 2
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4 0 5 2 1
EJEMPLO 2 Sean by =|0|by=[4|,bs=|2|,pp=|0| y p,=]2]|
3 2 4 0 2

El conjunto B = {by, by, b3} es una base para R3. Determine si los puntos p; y p, son
combinaciones afines de los puntos en /5.

SOLUCION Encuentre las B-coordenadas de p; y p,. Estos dos cilculos se pueden combi-
nar reduciendo por filas la matriz [b; by bs p; p2], con dos columnas aumentadas:

2

4 0 5 2 1 10 0-2 3
O4202~01o_1%
3 2 4 0 2 X
0o 0 1 2 -1

Lea la columna 4 para construir p;, y la columna 5 para construir p,:
P = _2b1 - b2 + 2b3 y P = %bl + %bz — %b:;

La suma de los pesos en la combinacién lineal para p; es —1, no 1, de manera que p, no
es una combinacidn afin de las b. Sin embargo, p, es una combinacién afin de las b porque
la suma de los pesos para py es 1. |

Un conjunto S es afin si p, q € S implica que (1 — 1)p + tq € S para todo nimero
real .

Geométricamente, un conjunto es afin si siempre que dos puntos estén en el conjunto, la
recta completa que pasa por esos puntos también estd en el conjunto. (Si S solamente contiene
un punto, p, entonces la recta pasa por p y p es justamente un punto, una recta “degenerada”).
Algebraicamente, para que un conjunto S sea afin, la definicién requiere que cada combina-
cién afin de dos puntos de S pertenezca a S. De manera notable, esto es equivalente a pedir
que S contenga toda combinacidén afin de un nimero arbitrario de puntos de S.

Un conjunto S es afin si y solo si cada combinacién afin de puntos de S estd en S.
Es decir, S es afin siy solo si § = aff S.

DEMOSTRACION Se supone que S es affn y se utiliza induccién sobre el nimero m de
puntos de S que participan en una combinacién afin. Cuando m es 1 o 2, una combinacién
afin de m puntos de S se encuentra en S, de acuerdo con la definiciéon de conjunto afin.
Ahora, se supone que cada combinacion afin de k o menos puntos de S conducen a un punto
en S, y se considera una combinacién de k£ + 1 puntos. Tomemos v; en S parai = 1,..., k +
l,yseay = civy + -+ + Vi + ck+1Vi+1, donde ¢; + -+ + ¢x4+1 = 1. Como las ¢; suman 1,
al menos una de ellas no debe ser igual a 1. Al reindexar las v; y las ¢;, si es necesario, se
puede suponer que cx+1 # 1. Seat =c; + -+ + ¢. Entonces t = 1 — ¢4+ # 0,y

C1 Ck
y=(0~-ck+1) (TVI +-+ TVk) + Ck+1Vk+1 (6)

De acuerdo con la hipétesis de induccidn, el punto z = (c1/H)vy + -+ + (ci/)vy estd
en S, ya que los coeficientes suman 1. De esta forma, (6) presenta a y como una combina-
cién afin de dos puntos en S, y asi y € S. De acuerdo con el principio de induccidn, cada
combinacién afin de dichos puntos estd en S. Es decir, aff § C S. Pero la inclusién inversa,
S C aff S, siempre se aplica. Por lo tanto, cuando S es afin, S = aff S. A la inversa, si
S = aff S, entonces las combinaciones afines de dos (o mds) puntos de S estdn en S, por
consiguiente, S es afin. |
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DEFINICION

TEOREMA 3

La siguiente definicién aporta terminologia para conjuntos afines que pone de relieve
su cercana relacion con subespacios de R”.

Un traslado de un conjunto S en R” por un vector p es el conjunto S + p = {s +
p : s € S}.2 Un plano afin en R” es un traslado de un subespacio de R". Dos planos
afines son paralelos si uno es el traslado del otro. La dimension de un plano afin es la
dimension del subespacio paralelo correspondiente. La dimensién de un conjunto S,
escrito como dim S, es la dimensién del plano afin mas pequefo que contiene a S.
Una recta en R” es un plano afin de dimensién 1. Un hiperplano en R" es un plano
afin de dimensién n — 1.

En R3, los subespacios propios® consisten en el origen 0, el conjunto de todas las lineas
que pasan por 0, y el conjunto de todos los planos que pasan por 0. Asi, los planos afines
propios en R? son puntos (dimensién cero), rectas (unidimensionales) y planos (bidimensio-
nales), los cuales pueden pasar o no por el origen.

El siguiente teorema indica que esas descripciones geométricas de rectas y planos en
R3 (como traslados de subespacios) en realidad coinciden con sus anteriores descripciones
algebraicas como conjuntos de todas las combinaciones afines de dos o tres puntos, respec-
tivamente.

Un conjunto S no vacio es afin si y solo si es un plano afin.

DEMOSTRACION Supongamos que S es afin. Sea p cualquier punto fijoen S,y W = § +
(—p), de manera que S = W + p. Para demostrar que S es un plano afin, es suficiente de-
mostrar que W es un subespacio de R". Puesto que p estd en S, el vector cero estd en W. Para
demostrar que W es cerrado bajo sumas y multiplos escalares, basta con probar que si u; y up
son elementos de W, entonces u; + fu, estd en W para cada f real. Como u; y u, estan en W,
existen s; y sp en Stalesqueu; =s; — pyup = s, — p. Asi, para cada ¢ real,

u + 1w = (s;—p) +t(s2—p)
=(l—t)s; +t(s1 +s2—p)—p

Seay = s; + s, — p. Entonces y es una combinacién afin de puntos en S. Como S es afin,
y estd en S (de acuerdo con el teorema 2). Pero entonces (1 — 1)s; + fy también estd en S.
Asf, u; + rup esti en —p + § = W. Esto demuestra que W es un subespacio de R". Por lo
tanto, S es un plano afin, porque S = W + p.

A la inversa, suponga que S es un plano afin. Es decir, S = W + p para alguna p € R”
y algtn subespacio W. Para probar que S es afin, es suficiente demostrar que para cualquier
par de puntos s; y s, en S, la recta que pasa por s; y sy estd en S. Por definicién de W, existen
u; yuyen Wtalesques; = u; + pys; =u, + p. Asi, para cada 7 real,

(1—=1)s;+tsy=(1—1t)(u; +p) +t(u, +p)
=(0—-tu +tu+p

Como W es un subespacio, (1 — Hu; + ruy e Wyasi (1 —1)s; +tse W+ p = S.Porlo
tanto, S es afin. [ ]

2Si p = 0, entonces el traslado es S mismo. Véase la figura 4 de la seccién 1.5.
3 Un subconjunto A de un conjunto B es un subconjunto propio de B si A # B. La misma condicion se aplica a sub-
espacios propios y planos afines propios en R": no son iguales a R".
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El teorema 3 ofrece un enfoque geométrico para la envolvente afin de un conjunto: es
el plano afin que consiste en todas las combinaciones afines de puntos en el conjunto. Por
ejemplo, la figura 3 muestra los puntos estudiados en el ejemplo 2. Aunque el conjunto de
todas las combinaciones lineales de by, b, y bs es todo de R3, el conjunto de todas las com-
binaciones afines es solamente el plano a través de by, b, y bs. Observe que p; (del ejem-
plo 2) estd en el plano por by, b, y b3, mientras que p; no se encuentra en ese plano. También,
véase el ejercicio 14.

El siguiente ejemplo ofrece una mirada renovada a un conjunto familiar: el conjunto de
todas soluciones de un sistema Ax = b.

EJEMPLO 3 Suponga que las soluciones de una ecuaciéon Ax = b son todas de la forma

2 4
X =x3u+p,dondeu=|-3|yp= 0 | De la seccién 1.5 recuerde que este con-
1 -3

junto es paralelo al conjunto solucién de Ax = 0, que consiste en todos los puntos de la forma
x3u. Encuentre puntos v; y v tales que el conjunto solucién de Ax = b sea aff {v, v,}.

SOLUCION EI conjunto solucién es una recta que pasa por p en la direccién de u, como
se muestra en la figura 1. Como aff{v;, vo} es una recta que pasa por v; y v, identifique
dos puntos sobre la recta x = xzu + p. Se presentan dos sencillas elecciones cuando x3 = 0
y x3 = 1. Es decir, tome v = py v, = u + p, de forma que

2 4 6
v,=u+p=| 3|+ 0f=1]-3
1 -3 -2

En este caso, el conjunto solucién se describe como el conjunto de todas las combinaciones
afines de la forma

4 6
x=0-x3)| 0]+x| -3 m
-3 -2

Anteriormente, el teorema 1 revelé una importante conexién entre combinaciones afines y
combinaciones lineales. El siguiente teorema ofrece otra perspectiva de las combinaciones afi-
nes, que para R? y R3 estd cercanamente relacionada con aplicaciones a graficos generados por
computadora, como se explicard en la siguiente seccion (y como se vio en la seccion 2.7).

p . - v
Para v en R”, la forma homogénea estandar de v es el punto v = [ 1 } en R 1,

Un punto y en R” es una combinacién afin de vy,..., v, en R” si y solo si la for-
ma homogénea de y estd en Gen {Vy,..., V,}. De hecho, y = c;v; + -+ + ¢,v,, con
cit+ -+, =1,siysolosiy = civi + - + ¢V,

DEMOSTRACION Un punto y estd en aff {vy,..., Vv,} siy solo si existen pesos cy,..., ¢p

tales que
v v v
MRS RN
Esto ocurre si y solo si y se encuentra en Gen {Vy, Va,..., V,}. [ |
37 1 1 4
EJEMPLO 4 Seanvi=|1|,v,=|2]|,v3=|7 |yp=| 3 | Utilice el teorema
1 2 1 0

4 para escribir p como una combinacién afin de vy, v, y v3, si es posible.
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SOLUCION Se reduce por filas la matriz aumentada para la ecuacién
X1V1 + X2V + X3V3 = p

Para simplificar la aritmética, se mueve la cuarta fila de unos hasta arriba (lo que equivale
a tres intercambios de filas). Después de esto, el nimero de operaciones aritméticas aqui es
basicamente el mismo que el nimero que necesita el método del teorema 1.

I 1 1 1 I 1 1 1
[V % ¥ Pl 31 1 4 0 -2 -2 1
ViV ws Pzl oo 703 0o 1 6 2
I 2 1 0 0 1 0 -1
1 0 0 15
o 1 0 -1
0 0 1 5
0 0 0 0
De acuerdo con el teorema 4, 1.5 v; — v, + .5v3 = p. Véase la figura 4, que muestra el plano
que contiene a vy, v, v3 y p (junto con los puntos sobre los ejes coordenados). |
*3
3
1 VZ
v, o
s LTI
xl/ p
15 ~x,
FIGURA 4

PROBLEMA DE PRACTICA¥

* Dibuje los puntos v; = |:(])i|,vz = |:_;i|,v; = [i’] yp= [g] en un hoja de papel para

gréficas, y explique por qué p debe ser una combinacién afin de vy, v, y v3. Después, en-
cuentre la combinacién afin para p. [Sugerencia: Pregintese cudl es la dimensién de
aff{vy, v, v3}1.

9.1 EJERCICIOST

En los ejercicios 1 a 4, escriba y como una combinacién afin de los 1 2 4 -3

otros puntos indicados, si es posible. 4. vi=|2|,va=| -6 |,vs=|3|,y= 4

Loy ! _[-2 o1 . [31. _T5 0 / ! -
-Vl—_2 > Vo = 2,V3— 4_,V4— 7,y— 3 2 1 2
Enlos ejercicios Sy 6,seanb; = | 1 |, b, = 01,b;=1| -5

N R -1 37, T5 1 ) 1
. VI = 1,V2— 2 , V3 = 2 Y = 7

y S= {by, by, bs}. Observe que S es una base ortogonal para R3.

r_3 0 r o4 17 Escriba cada uno de los puntos dados como una combinacién afin
3. v, = 1 ],v, = 4,vs=| 2| y= 1 de los puntos del conjunto S, si es posible. [Sugerencia: Para encon-
1 ’ ) ’ 6 ’ 5 trar los pesos, aplique el teorema 5 de la seccién 5.2 en vez de la

reduccién por filas].

* Se sugiere trabajar los problemas marcados con un punto primero en forma individual y, luego, discutirlos con todo el grupo y el profesor.
T Los ejercicios marcados con un asterisco deben trabajarse en colaboracién con los compafieros de clase. Se sugiere formar equipos de dos o tres estudiantes.



5.

6.

7.

10.

3 6 0
a. p, =138 b.pp=|-3]c p3=]| —1
4 3 -5
0 1.5 5
a. pp=|-19| b. p,=| —-13 c. p3=| —4
-5 -5 0
Sean
1 B -1
0 -1 2
vV = 3] V) = s V3 = 1
L 0 | 4 L1
5 -9 4
-3 10 2
pl - 5 ’ pZ = 9 ) p3 = 8
| 3 | —13 |5

y § = {vi, V2, v3}. Es posible demostrar que S es linealmente
independiente.

a) (Estd p; en Gen S? ;Se encuentra p; en aff S?
b) ;Se encuentra p; en Gen S? ;Estd p, en aff S?

¢) (Estd p3 en Gen S? ;Se encuentra p3 en aff S?

Repita el ejercicio 7 considerando

1 2 3
0 1 0
Vi = 3| V2 = 6 | V3 = 12 1
L —2 | L =5 | —6
47 -5 1
—1 3 | 6
pl - 15 |’ pZ_ -8 y p3_ —6
L7 | L 6] -8

Suponga que las soluciones de una ecuaciéon Ax = b son to-

das de la forma x = x3u + p, donde u = [_;}ypz [_(3)]

Encuentre los puntos v; y v, tales que el conjunto solucién de
Ax = b sea aff{vy, v,}.

Suponga que las soluciones de una ecuacién Ax = b son todas

5 1
de la forma x = x3u + p, donde u = llyp=| -3
-2 4

Obtenga puntos v; y v, tales que el conjunto solucién de
Ax = b sea aff{vy, v»}.

En los ejercicios 11 y 12, marque cada enunciado como verdadero
o falso. Justifique sus respuestas.

*11. a) El conjunto de todas las combinaciones afines de puntos en
un conjunto S se denomina envolvente afin de S.

#12.

13.

14.

15.

16.

*17.

*18.

19.
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b) Si {by,..., by} es un subconjunto linealmente independiente
de R"y si p es una combinacién lineal de by,..., b, entonces

p es una combinacion afin de by,..., by.
¢) La envolvente afin de dos puntos distintos se llama recta.
d) Un plano afin es un subespacio.

e) El plano en R3 es un hiperplano.

a) Si S = {x}, entonces aff S es el conjunto vacio.

b) Un conjunto es afin si y solo si contiene su envolvente afin.
¢) Un plano afin de dimensién 1 se llama recta.

d) Un plano afin de dimensién 2 se llama hiperplano.

e) Un plano afin que pasa por el origen es un subespacio.

Suponga que {vy, V2, v3} es una base para R3. Demuestre que
Gen {v, — vy, v3 — v{} es un plano en R3. [Sugerencia: Piense
qué se puede decir sobre u'y v cuando Gen {u, v} es un plano].

Demuestre que si {vj, V2, v3} es una base para R3, entonces
aff {vy, vo, v3} es el plano a través de vy, v, y v3.

Sea A una matriz de m x n'y, si b estd en R™, demuestre que el
conjunto S de todas las soluciones de Ax = b es un subconjunto
afin de R".

Considere que v e R" y k € R. Demuestre que S = {x € R":
X-v = k} es un subconjunto afin de R".

Seleccione un conjunto S de tres puntos tales que aff S sea el
plano en R3 cuya ecuacién es x3 = 5. Justifique su trabajo.

Seleccione un conjunto S de cuatro puntos distintos en [R?
tal que aff S sea el plano 2x; + x; — 3x3 = 12. Justifique su
trabajo.

Sea S un subconjunto afin de R”, y suponga que f: R" — R”
es una transformacion lineal, y que f(S) denota el conjunto de
imdgenes {f(x): x € S}. Demuestre que f(S) es un subconjunto
afin de R™.

Sean f: R" — R™ una transformacién lineal, 7 un subcon-
junto afin de R”, y § = {x € R": f(x) e T}. Demuestre que S
es un subconjunto afin de R”.

En los ejercicios 21 a 26, demuestre el enunciado sobre subconjuntos
Ay Bde R", o dé el ejemplo requerido en R2. Una demostracién para
un ejercicio puede utilizar los resultados obtenidos en los ejercicios
anteriores (asi como los teoremas disponibles en el libro).

21.
22,
#23.

#24.

#28.
#26.

Si A C By B es afin, entonces aff A C B.
Si A C B, entonces aff A C aff B.

[(aff A) U (aff B)] C aff (A U B). [Sugerencia: Para demostrar
que D U ECF, demuestre que D C F'y EC F].

Encuentre un ejemplo en R? para demostrar que la igualdad
no necesariamente es valida en el enunciado del ejercicio 23.
[Sugerencia: Considere los conjuntos A y B, cada uno los cuales
solamente contiene uno o dos puntos].

aff (A N B) C (aff A N aff B)

Encuentre un ejemplo en R? para demostrar que la igualdad no
necesita ser vdlida en el enunciado del ejercicio 25.
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X

v

\4

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

Como los puntos vi, v ¥ v3 no son colineales (es decir, no estdn sobre una recta), aff {vj,
V2, v3} no puede ser unidimensional. Por lo tanto, aff {vi, v,, v3} debe ser igual a R
Para encontrar los pesos reales utilizados para expresar p como una combinacién afin de
V1, V2 Y V3, primero calcule

-2 2 3
e[ e i) vene i

Para escribir p — v; como una combinacioén lineal de v, — vy y v3 — vy, se reduce por filas
la matriz que tiene estos puntos como columnas:

-2 2 3 1 0 1
2 1 3 o 1 2
Asi, p—v; = %(vz — V1) + 2(v3 — vy), lo que muestra que

p=(1-1-2)vi+ivi+2vi=-3vi+ Iv, +2v;

Esto expresa p como una combinacién afin de vy, v, y v, porque los coeficientes suman 1.
Alternativamente, utilice el método del ejemplo 3 y reduzca por filas:

v v oviop 11 1 1 1 0 0 -3
1 2 3 ~ _ ~ l
[1 N 1} 1 -1 3 4 o 1 o0 1
0 2 1 3 0o 0 1 2

Esto demuestra que p = —%V1 + %Vz + 2vs.

9.2 INDEPENDENCIA AFiN

DEFINICION

En esta seccién se continuara explorando la relacién entre conceptos lineales y conceptos
afines. Primero considere un conjunto de tres vectores en R3, por ejemplo, S = {vy, v, v3}.
Si S es linealmente dependiente, entonces uno de los vectores es una combinacién lineal de
los otros dos vectores. ;Qué ocurre cuando uno de los vectores es una combinacién afin
de los otros? Por ejemplo, suponga que

vy = (1 — 1)v; + tv,, paraalgunazen R.
Entonces,

1=V +tva—v3=0

Esta es una relacion de dependencia lineal ya que no todos los pesos son cero. Pero hay algo
mds que es verdad: los pesos en la relacién de dependencia suman cero:

A=) +t+(-=1)=0

Esta es la propiedad adicional necesaria para definir dependencia afin.

Un conjunto indexado de puntos {v,..., v,} en R” es afinmente dependiente si existen
nimeros reales ¢, ..., ¢, no todos cero, tales que
citte,=0y cvit - +cev,=0 (1)

De lo contrario, serd afinmente independiente.
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Una combinacion afin es un tipo especial de combinacion lineal, y la dependencia afin es
un tipo restringido de dependencia lineal. Por lo tanto, cada conjunto afinmente dependiente
es, de manera automadtica, linealmente dependiente.

Un conjunto {v;} de solo un punto (aun el vector cero) debe ser afinmente independiente
porque las propiedades requeridas de los coeficientes c¢; no se pueden satisfacer cuando solo
existe un coeficiente. Para {v,}, la primera ecuacién en (1) es justamente ¢; = 0, y al menos
un coeficiente (el tnico) debe ser distinto de cero.

En el ejercicio 13 se le pide demostrar que un conjunto indexado {vj, vo} es afinmente
dependiente si y solo si v; = v,. El siguiente teorema trata el caso general y muestra como el
concepto de dependencia afin es andlogo al de dependencia lineal. Los incisos ¢) y d) brindan
métodos Utiles para determinar si un conjunto es afinmente dependiente. De la seccién 9.1,
recuerde que si v estd en R”, entonces el vector V en R"*! denota la forma homogénea de v.

Dado un conjunto indexado S = {vj,..., v,} en R", con p = 2, los siguientes enuncia-
dos son logicamente equivalentes. Es decir, todos ellos son verdaderos o todos son
falsos.

a) S es afinmente dependiente.

b) Uno de los puntos en S es una combinacién afin de los demds puntos en S.

¢) El conjunto {v, — vy,..., v, — v} en R" es linealmente dependiente.
d) El conjunto {Vy,..., ¥,} de formas homogéneas en R"*! es linealmente depen-
diente.

DEMOSTRACION Suponga que el enunciado a) es verdadero, y sea que ci, ..., ¢, satisfagan
(1). Al renombrar los puntos en caso necesario, se puede suponer que ¢; # 0 y dividir ambas
ecuaciones en (1) entre ¢y, de manera que 1 + (¢c2/c1) + -+ (cp/c1) =0y

vi = (—c2/ci)Va+ -+ (=cp/cr)V)p )

Observe que los coeficientes en el lado derecho de (2) suman 1. Asi, a) implica b). Ahora,
suponga que b) es verdadero. Al renombrar los puntos en caso necesario, se puede suponer
que Vi = ¢V + -+ + ¢pVp, donde ¢ + -+ + ¢, = 1. Entonces,

(C2+"'+CP)V1=C2V2+"'+vap (3)

c(Vva—vy) + -4 cp(vy,—v) =0 4)

No todos los coeficientes c;,..., ¢, pueden ser cero porque suman 1. Asi, b) implica c).

Abhora si ¢) es verdadero, entonces existen pesos ¢a,..., ¢p, no todos cero, tales que la
ecuacion (4) se cumple. Se rescribe (4) como (3) y se establece ¢; = —(c, + -+ + ¢,). Enton-
ces, ¢y + -+ + ¢, = 0. Asf, (3) muestra que (1) es verdadera. Por lo que ¢) implica a), lo que
prueba que a), b) y ¢) son légicamente equivalentes. Por dltimo, d) es equivalente a a) por-
que las dos ecuaciones en (1) son equivalentes a la siguiente ecuacién que implica las formas
homogéneas de los puntos en S:

cl[vll}+...+cp[vlp}:[g} 5

En el enunciado c¢) del teorema 5, v; se podria remplazar por cualquiera de los otros pun-
tos en la lista vy,..., v,. En la demostracién, solo cambiarfa la notacién. Asi, para determinar
si un conjunto es afinmente dependiente, se resta un punto en el conjunto de los demas pun-
tos, y se comprueba si el conjunto trasladado de p — 1 puntos es linealmente dependiente.
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EJEMPLO 1 La envolvente afin de dos distintos puntos p y q es una recta. Si un tercer
punto r estd sobre la recta, entonces {p, ¢, r} es un conjunto afinmente dependiente. Si un pun-
to s no estd sobre la recta que pasa por p y q, entonces €sos tres puntos no son colineales y
{P, q, s} es un conjunto afinmente independiente. Véase la figura 1. |

aff{p, q}

P
r S

FIGURA 1 {p, q, r} es afinmente dependiente.

1 2 0
EJEMPLO 2 Seanv; = |3 |, vw=| 7 |, v3=| 4 |yS={vy, vy, v3}. Determine
7 6.5 7
si S es afinmente independiente.
1 -1
SOLUCION Se calcula vy —v| = 4 y V3—vV| = 1 |. Esos dos puntos no son
-5 0

multiplos, asi que forman un conjunto linealmente independiente, S’. De manera que son
falsos todos los enunciados del teorema 5, y S es afinmente independiente. La figura 2
muestra a Sy al conjunto trasladado S’. Observe que Gen S’ es un plano que pasa por el ori-
gen y aff S es un plano paralelo que pasa por vy, v, y v3. (Desde luego, aqui solo se muestra
una parte de cada plano). |

X3
V3
vi

\b]
aff{v,, v,, v3}

V3—V;

L%
V,—V
271 Gen{v,— vy, v3 -V}
X1

FIGURA 2 Un conjunto {vj, v, v3} afinmente

independiente.
1 2 0 0
EJEMPLO 3 Seanvi= |3 |, vo=| 7 |, va=|4| y vu=|14 |y
7 6.5 7 6
S = {vy,..., v4}. (S es afinmente dependiente?
1 -1 —1
SOLUCION Se calcula vy —v; = 4|, v3—v; = Il lyvi—vi=| 111 vy se
-5 0 -1

reduce por filas la matriz:

I -1 -1 1 -1 -1 I -1 -1
4 1 11 |~]0 5 I5({~[0 5 15
-5 0 -1 0 -5 -15 0 0 O

Recuerde, de la seccién 4.6 (o de la seccién 2.8) que las columnas son linealmente depen-
dientes porque no toda columna es una columna pivote; asi que v, — Vi, V3 — V| y V4 — V|
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son linealmente dependientes. De acuerdo con el enunciado c¢) del teorema 5, {vy, Vo, V3, v4}
es afinmente dependiente. Esta dependencia también se puede establecer empleando el inciso
d) del teorema 5 en vez del ¢). [ |

Los célculos del ejemplo 3 muestran que v4 — V| es una combinacion lineal de v, — v,
y V3 — vy, lo que significa que v4 — v; estd en Gen {v, — vy, v3 — v;}. De acuerdo con el
teorema 1 de la seccién 9.1, v4 se encuentra en aff {v, v,, v3}. De hecho, si en el ejemplo 3
se completara la reduccién por filas de la matriz se mostraria que

V4 — Vi =2(va — vy + 3(v3 — V) ©)
V4 = —4V1 + 2V2 + 3V3 (6)
Véase la figura 3.
X3
V3 Vs
vi
\)

aff{vy, vz, v3}

V3 V) Va—Vy

Va—V t

FIGURA 3 v, estd en el plano aff {vy, v, v3}.

X1

La figura 3 muestra rejillas sobre Gen{v, — vi, v3 — vi} y aff{v}, v, v3}. La rejilla
sobre aff {vj, v,, v3} se basa en la ecuacién (5). Otro “sistema de coordenadas” se puede
basar en la ecuacién (6), en la cual los coeficientes —4, 2 y 3 son las coordenadas afines
0 baricéntricas de v4.

Coordenadas baricéntricas

La definicién de coordenadas baricéntricas depende de la siguiente version afin del teorema
de representacién tnica de la seccidn 4.4. Para la demostracién, véase el ejercicio 17 de esta
seccion.

Sea S = {Vy,..., V¢} un conjunto afinmente independiente en R". Entonces, cada p en
aff S tiene una dnica representacion como una combinacién afin de vy,..., v;. Es decir,
para cada p existe un tnico conjunto de escalares cj,..., ¢ tales que

p=cvit-+tavy cat--t+cg=1 (7)

Sea S = {vy,..., V¢} un conjunto afinmente independiente. Asi, para cada punto p en
aff S, los coeficientes cy,..., ¢, en la representacion tinica (7) de p son las coordena-
das baricéntricas (que, en ocasiones, también se conocen como coordenadas afines)
de p.

Observe que (7) es equivalente a la ecuacion

[?]Zq[?]+”.+@[?] ®)

que implica las formas homogéneas de los puntos. La reduccion por filas de la matriz aumen-
tada [‘7 1o Vi f)] para (8) produce las coordenadas baricéntricas de p.
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EJEMPLO 4 Sean a= [;i|,b = [S],c = [g] yp= |:§:| Encuentre las coorde-

nadas baricéntricas de p determinadas por el conjunto afinmente independiente {a, b, c}.

SOLUCION Reduzca por filas la matriz aumentada de puntos en forma homogénea, movien-
do la dltima fila de unos hacia la parte superior para asi simplificar la aritmética:

3 1 3 9 5 11 1 1
[a b ¢ p]=|7 0 3 3|~|1 3 9 5
I 1 1 1 |7 0 3 3
(1 0 o !
~lo0o 1 0o 1
i o 1 3
Las coordenadas son 1, 1 y 2 de manera que p = {a + 1b + 2ec. u

Las coordenadas baricéntricas tienen interpretaciones fisicas y geométricas. Original-
mente, A. F. Moebius las definié en 1827 para un punto p dentro de una regién triangular con
vértices a, b y ¢. Moebius escribié que las coordenadas baricéntricas de p son tres nimeros
no negativos m,, my y m, tales que p es el centro de masa de un sistema que consiste en el
tridngulo (sin masa) y las masas m,, myp y m, en los vértices correspondientes. Las masas estdn
univocamente determinadas al requerir que su suma sea 1. Este punto de vista es (til en la
fisica actual.!

La figura 4 da una interpretacién geométrica a las coordenadas baricéntricas del
ejemplo 4, al mostrar el tridngulo Aabc y tres pequefios tridngulos Apbe, Aapc y Aabp.
Las dreas de los pequefios tridngulos son proporcionales a las coordenadas baricéntricas
de p. En efecto,

drea(Apbc) = — - drea(Aabc)

W = | =

drea(Aapc) = = - drea(Aabc) 9)

5
drea(Aabp) = TR area(Aabc)

area = s - area(Aabc)

drea =t - drea(Aabc)

b drea = r - area(Aabc)

FIGURA 4 p = ra + sb + rc. Aqui, r = 5,
1 5

s=3,1= 1.
En los ejercicios 21 a 23 se comprueban las formulas de la figura 4. Las igualdades
andlogas para volimenes de tetraedros son validas para el caso en que p es un punto dentro
de un tetraedro en R, con vértices en a, b, ¢ yd.

' Véase el ejercicio 29 de la seccién 1.3. En astronomia, sin embargo, el término “coordenadas baricéntricas” por lo
general se refiere a las coordenadas ordinarias de puntos en R? y que ahora se conoce como Sistema de referencia
celeste internacional, un sistema de coordenadas cartesianas para el espacio exterior, con el origen en el centro de
masa (el baricentro) del Sistema Solar.
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Cuando un punto no estd dentro del tridngulo (o del tetraedro), algunas o todas las coor-
denadas baricéntricas serdn negativas. En la figura 5 se ilustra el caso de un tridngulo, para
los vértices a, b, ¢, y los valores coordenados anteriores r, s, t. Por ejemplo, los puntos so-
bre la recta que pasa por b y ¢ tienen r = 0 porque son combinaciones afines solamente de b
y ¢. La recta paralela que pasa por a identifica los puntos con r = 1.

FIGURA 5 Coordenadas baricéntricas
para puntos en aff {a, b, c}.

Coordenadas baricéntricas en graficos generados
por computadora

Cuando un disefiador trabaja con objetos geométricos en un programa de generacién de grafi-
cos, puede utilizar una aproximacién de “malla de alambre” para un objeto en ciertos puntos
clave durante el proceso con la finalidad de crear una imagen final realista.> Por ejemplo, si la
superficie de una parte del objeto consiste en pequefias superficies triangulares planas, enton-
ces el programa de graficos facilmente puede agregar color, iluminacién y sombreado a cada
pequeiia superficie cuando solo se conoce esa informacién en los vértices. Las coordenadas
baricéntricas ofrecen la herramienta para interpolar suavemente la informacidn de los vértices
hacia el interior de un tridngulo. La interpolacién en un punto es simplemente la combinacién
lineal de los valores en los vértices utilizando como pesos las coordenadas baricéntricas.

Con frecuencia, los colores en un monitor de computadora se describen mediante las
coordenadas RGB. Una terna (7, g, b) indica la cantidad de cada color (rojo, verde y azul)
con parametros que varian de 0 a 1. Por ejemplo, rojo puro es (1, 0, 0), blancoes (1, 1, 1)y
negro es (0, 0, 0).

3 4 1 3
EJEMPLO 5 Seanvi=|1|,va=|3|,v3=|5|yp=]| 3 | Los colores en
5 4 1 3.5

los vértices vy, v, y v3 de un tridngulo son magenta (1, 0, 1), magenta claro (1, .4, 1) y purpura
(.6, 0, 1), respectivamente. Encuentre el color interpolado en p. Véase la figura 6.

V2

FIGURA 6 Colores interpolados.

2 El ejemplo introductorio del capitulo 2 menciona un modelo de alambre para un avién Boeing 777, empleado para
visualizar el flujo de aire sobre la superficie de la aeronave.
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SOLUCION Primero, determine las coordenadas baricéntricas de p. Aqui se presenta el
célculo utilizando las formas homogéneas de los puntos; el primer paso consiste en mover
lafila4 alafila 1:

1 1 1 1 I 0 0 .25
[‘71 TS f)]w 3 4 1 3010 1 0 .50
1 3 5 3 o o0 1 .25
5 4 1 35 0 0 O 0

Asi, p = .25v; + .5v, + .25v;. Utilice las coordenadas baricéntricas de p para hacer una
combinacién lineal de los datos de color. Los valores RGB para p son

1 1 .6 .9 | rojo
2510 +.50 4 +.251 0| =1|.2| verde [ ]
1 1 1 1 | azul

Uno de los tltimos pasos en la preparacion de la escena grafica para mostrarla en el mo-
nitor consiste en eliminar las “superficies ocultas” que no deberian ser visibles en la pantalla.
Imagine que la pantalla de visualizacién estd formada por un millén de pixeles, y considere
un rayo o una “linea de visién” desde el ojo del observador hacia un pixel y la coleccién de
objetos que forman la escena 3D. El color y el resto de la informacién que se muestra en el
pixel sobre el monitor deberian provenir del primer objeto sobre el que incide el rayo. Véase
la figura 7. Cuando los objetos en la escena grafica se aproximan por mallas de alambre con
parches triangulares, el problema de la superficie oculta se puede resolver empleando coor-
denadas baricéntricas.

FIGURA 7 Un rayo proveniente del ojo cruza la
pantalla hacia el objeto mds cercano.

También es posible utilizar matemdticas para encontrar las intersecciones del tridngulo
de rayos para realizar sombreados extremadamente realistas de objetos. Actualmente, este
método de trazado de rayos es muy lento para trabajos en tiempo real, pero esto podria cam-
biar en el futuro gracias a recientes avances en implementaciones de hardware.?

EJEMPLO 6 Sean

5 0 i
v = ., Vo= 1|, v3=1| 11|, a= 0, b= 4 |,
—6 —4 -2 10 -3

y x(#) = a + tb para t = 0. Determine el punto donde el rayo x() se interseca con el plano que
contiene el tridngulo con vértices vy, v, y v3. Este punto se encuentra dentro del tridngulo?

3 Véase Joshua Fender y Jonathan Rose, “A High-Speed Ray Tracing Engine Built on a Field-Programmable System”,
en Proc. Int. Conf. on Field-Programmable Technology, IEEE (2003). (Un solo procesador puede calcular 600 millo-
nes de intersecciones de tridngulos de rayos por segundo).
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SOLUCION El plano es aff {vy, v, v3}. Un punto tipico en este plano se puede escribir como
(1 — ¢3 — ¢3)vy + v + c3v3 para algunos ¢; y ¢3. (En esta combinacién los pesos suman 1).
El rayo x(¢) hace interseccion con el plano cuando ¢, ¢3 y ¢ satisfacen

(1—=cr—c3)vi+ vy +c3v3 =a—+thb

Reacomode esto como ¢3(v2 — V) + ¢3(v3 — vy) + t(—b) = a — v{. En forma matricial,

(&)
[vo=vi vi—vi —b]|e |=a-v
t
Para los puntos especificos dados aqui,
7 4 -1
V) — V) = 0 s V3 —V] = 10 s a—v) = —1
2 4 16

La reduccidn por filas de la matriz aumentada anterior produce

7 4 =7 -1 1
0O 10 -4 —-1|~]0 1
2 4 3 16 0 0 1

U — W

Asi, c; = .3, c3 = .1yt = 5. Por lo tanto, el punto de interseccion es

0 7 3.5
x(5)=a+5b=| 0|+5 4]|=]| 20
10 -3 ~5.0

Ademas,

x(5) = (1—3=.1)v; + .3v, + .1v

8 5 3.5
=6 1|+.3 | +.1f 11 |= 2.0
—6 —4 -2 —5.0

El punto de interseccién estd dentro del tridngulo porque todos los pesos baricéntricos para
x(5) son positivos. [ |

PROBLEMAS DE PRACTICA#

* 1. Describa un método rapido para determinar cudndo tres puntos son colineales.

4 1 5 1 . .
*2. Los puntos v| = 1l vy = ol V3 = 4y V4 = ) forman un conjunto afin-
mente dependiente. Encuentre los pesos cy,..., ¢4 que produzcan una relacion de depen-

dencia afin ¢;v; + -+ + ¢4v4 = 0,donde ¢; + -+- + ¢4 = 0, pero no todas las ¢; son ceros.
[Sugerencia: Véase el final de la demostracion del teorema 5].
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9.2 EJERCICIOST

En los ejercicios 1 a 6, determine si el conjunto de puntos es afinmen-

te depe

ndiente. (Véase el problema de practica 2). Si es asi, entonces

construya una relacién de dependencia afin para los puntos.

[ 3 0 2] 2 5 =3
VMG TR
1] 27T 2 0
3. =41 -1],] 15
-1 L 8] L 11 -9
(277 [ o[ 1 -2
4. 50,1 =31, 21, 7
L 31 L 7 —6 -3
170 -1 0
5. 01, , 51, 5
L2 L 1 -3
1 0 2 3
6. e O P N A
L1 -2 2 0
En los ejercicios 7 y 8, encuentre las coordenadas baricéntricas de
P con respecto al conjunto de puntos afinmente independiente que
lo precede.
1 27 17 M 57
-1 1 2 4
Tl o] 2 P72
L 1] L1] L 0] L 2]
F ol [1] [ 17 =17
1 1 4 1
Bl ool |—6|"P7| 4
L 1] 2] L 5] L 0]
En los ejercicios 9 y 10, marque cada enunciado como verdadero

o falso.
* 9, a)
b)
c)

d)

e)

*10. a)

Justifique sus respuestas.

Sivy,..., v, estan en R" y si el conjunto {v; — vo, V3 — V2,...,
Vv, — V2} es linealmente dependiente, entonces {vy,..., v, } es
afinmente dependiente. (Lea esto con sumo cuidado).

Si vi,..., v, estdn en R" y si el conjunto de formas homo-
géneas {Vi,...,V,} en R"*! es linealmente independiente,
entonces {Vvy,..., v,} es afinmente dependiente.

Un conjunto finito de puntos {vy,..., v¢} es afinmente de-
pendiente si existen niimeros reales cj,..., ¢, no todos ceros,
talesquec; + -+ =1lycvi + - + v = 0.

Si § = {vi,..., v,} en R" es afinmente independiente y si p
en R” tiene una coordenada baricéntrica negativa determi-
nada por S, entonces p no estd en aff S.

Sivy, va, v3,aybestinen R®ysiunrayoa + thparar =0
se interseca con el tridngulo de vértices vy, v, y vi, entonces
todas las coordenadas baricéntricas del punto de intersec-
cién son no negativas.

Si {vy,..., v,} en R" es un conjunto afinmente dependiente,
1 P

entonces el conjunto {V,,...,V,} en R"*1 de formas homo-

géneas puede ser linealmente independiente.

*11.

12.

13.

*14.

*15.

b) Si vy, V5, V3 y V4 estdn en R3 y si el conjunto {v, — vy,
V3 — Vi, V4 — Vi} es linealmente independiente, entonces
{Vv1,..., v4} es afinmente independiente.

¢) Dado S = {by,..., b;} en R", cada p en aff S tiene represen-
tacion dnica como una combinacién afin de by,..., by.

d) Cuando una informacién de color se especifica en cada vér-
tice vy, v, v3 de un tridngulo en R3, entonces el color se
puede interpolar en un punto p en aff {v;, v», v3} emplean-
do las coordenadas baricéntricas de p.

e) Si T es un tridngulo en R? y si un punto p estd sobre una
arista del triangulo, entonces no todas las coordenadas bari-
céntricas de p (para este tridngulo) son positivas.

Explique por qué cualquier conjunto de cinco o mds puntos en
[R3 debe tener dependencia afin.

Demuestre que un conjunto {vy,..., v,} en R” es afinmente de-
pendiente cuando p = n + 2.

Utilice s6lo la definiciéon de dependencia afin para demostrar
que un conjunto indexado {v;, vo} en R" es afinmente depen-
diente si y solo si v; = v,.

Las condiciones para dependencia afin son mds estrictas que
para dependencia lineal, asi que un conjunto afinmente de-
pendiente, de manera automadtica, es linealmente dependien-
te. Ademds, un conjunto linealmente independiente no puede
ser afinmente dependiente y, por lo tanto, debe ser afinmente
independiente. Construya dos conjuntos indexados linealmen-
te dependientes S; y S» en R? tales que S; y S, tengan depen-
dencia e independencia afines, respectivamente. En cada caso,
el conjunto deberd contener uno, dos o tres puntos diferentes
de cero.

Sean vlz[_;], sz[g], V3=|:g] y sea § =

{v1, v2, v3}.
a) Demuestre que el conjunto S es afinmente independiente.

3

o[- [hne[L] me[ o

respecto a S.

. . 2
b) Encuentre las coordenadas baricéntricas de p, :[ j|,

¢) Sea T el tridngulo con vértices v, v, y v3. Cuando se ex-
tienden los lados de 7, las rectas dividen R? en siete re-
giones. Véase la figura 8. Observe los signos de las coor-
denadas baricéntricas de los puntos en cada regioén. Por
ejemplo, ps estd dentro del tridngulo 7'y todas sus coorde-
nadas baricéntricas son positivas. El punto p; tiene coor-
denadas (—, +, +). Su tercera coordenada es positiva
porque p; estd sobre el lado v3 de la recta que pasa por v;
y V2. Su primera coordenada es negativa porque p; €s opues-
to al lado v; de la recta que pasa por v, y vs. El punto p; esta
sobre la arista v,v3 de T. Sus coordenadas son (0, +, +).
Sin calcular los valores reales, determine los signos de las
coordenadas baricéntricas de los puntos pe, p7 y Ps que se
muestran en la figura 8.



*16.

17.

#18.

y
P71
s/
1 P,
Vi T P2
pq T
- P
1 1 1 1 5I b 1 1 X
T T T T T V3l T T
— p4
Pg
FIGURA 8

o[t} 5=} - [2] ne[2)
wo[i} we[} we[3 eo[i]

1 6
Ps = |:2i|’p7= |:4]YS: {V19V2’V3}-

a) Demuestre que el conjunto S es afinmente independiente.

b) Encuentre las coordenadas baricéntricas de p;, p, y ps con
respecto a S.

¢) En papel milimétrico trace el tridngulo 7 con vértices vy, v
y v3, extienda los lados como en la figura 5, y trace los pun-
tos P4, Ps, Pe Y P7- Sin calcular los valores reales, determine
los signos de las coordenadas baricéntricas de los puntos pa,

Ps, Ps Y P7-

Demuestre el teorema 6 para un conjunto afinmente indepen-
diente S = {vy,..., v¢} en R". [Sugerencia: Un método es imitar
la demostracién del teorema 7 de la seccion 4.4].

Sea T un tetraedro en posicién “estdndar”, con tres aristas a lo
largo de los tres ejes coordenados positivos en R3, y suponga
que los vértices son aej, be;, cez y 0, donde [e; e; e3] = Is.
Obtenga las férmulas para las coordenadas baricéntricas de un
punto arbitrario p en R3.

19.

20.
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Sean {p;, p2, p3} un conjunto de puntos en R" afinmente de-
pendiente y f: R” — R™ una transformacioén lineal. Demuestre
que {f(p1), f(pP2), f(p3)} es afinmente dependiente en R™.

Suponga que {pi, p2, P3} es un conjunto afinmente indepen-
diente en R" y que q es un punto arbitrario en R"”. Demuestre
que el conjunto trasladado {p; + q, p2 + q, p3 + q} también es
afinmente independiente.

En los ejercicios 21 a 24, a, b y ¢ son puntos no colineales en R?
y p es cualquier otro punto en R?. Sea que Aabc denote la regién
triangular cerrada determinada por a, by ¢, y sea Apbec la region de-
terminada por p, b y c. Por conveniencia, suponga que a, by ¢ se

arreglan de tal forma que det[a b

¢ ] es positivo, donde a, b y ¢

son las formas homogéneas estandar de los puntos.

21.

22.

23.

#24,

Demuestre que el drea de Aabe es det[a b ¢]/2. [Suge-
rencia: Consulte las secciones 3.2 y 3.3, incluyendo los ejer-
cicios].

Sea p un punto sobre la recta que pasa por a y b. Demuestre que
detfa b p]=0.

Sea p cualquier punto interior de (abc, con coordenadas bari-
céntricas (r, s, 1), de manera que

Utilice el ejercicio 19 y un hecho relacionado con determinantes
(capitulo 3) para demostrar que

r = (drea de Apbc)/(4rea de Aabc)
s = (4rea de Aapc)/(drea de Aabce)
t = (4rea de Aabp)/(4drea de Aabc)

Tome a q sobre el segmento de recta de b a ¢ y considere
la recta que pasa por  y a, que se puede representar como
p = (1 — x)q + xa para toda x real. Pruebe que, para cada x,
det[p b ¢]= x-det[a b ¢]. A partir de esto y de un
trabajo anterior, concluya que el pardmetro x es la primera
coordenada baricéntrica de p. Sin embargo, por construccion,
el pardmetro x también determina la distancia relativa entre
P y q sobre el segmento de q a a. (Cuando x = 1, p = a).
Cuando este resultado se aplica al ejemplo 5, demuestra que
los colores en el vértice a y el punto q se interpolan suavemente
conforme p se mueve a lo largo de larectaentreay q.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Del ejemplo 1, el problema es determinar si los puntos son afinmente dependientes.
Utilice el método del ejemplo 2 y reste un punto de los otros dos. Si uno de esos dos nue-
vos puntos es multiplo del otro, entonces los tres puntos originales se encuentran sobre

una recta.
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2. En esencia, la demostracion del teorema 5 sefiala que una relacién de dependencia afin
entre puntos corresponde a una relacién de dependencia lineal entre las formas homo-
géneas de los puntos, utilizando los mismos pesos. Asi, por reduccién de filas:

1.25
5

S —= O = O =
—_ O O = WU
|
—_

Vea esta matriz como la matriz de coeficientes de Ax = 0 con cuatro variables. Enton-
ces x4 es libre, x; = x4, x, = —1.25x4, y X3 = —.75x4. Una solucién es x; = x4 = 4,
x, = =5y x3 = —3. Una dependencia lineal entre las formas homogéneas es
4V, — 5V, — 3V3 + 4v4 = 0. De esta forma, 4v; — 5v, — 3vs + 4vy, = 0.

Otro método de solucién es trasladar el problema al origen restando v; de los otros
puntos, encontrar una relacién de dependencia lineal entre los puntos trasladados, y
después reacomodar los términos. La cantidad de aritmética implicada es casi la misma
que en el enfoque que se acaba de mostrar.

9.3 COMBINACIONES CONVEXAS

La seccidén 9.1 consideré combinaciones lineales especiales de la forma
ciVi+cvo+ -4 cpviy donde ci+cr+---+cpr =1

Esta seccién, ademds, impone la restriccién de que los pesos sean no negativos.

DEFINICION Una combinacién convexa de puntos vy, va...., v en R" es una combinacion lineal de
la forma

ciVy + vy + o0 + v

talque c; + ¢ + =+ + ¢ = 1 y ¢; = 0 para toda i. El conjunto de todas las combi-
naciones convexas de puntos en un conjunto S es la envolvente convexa de S, y se
denota como conv S.

La envolvente convexa de un solo punto v; es justamente el conjunto {v;}, igual que
la envolvente afin. En otros casos, la envolvente convexa estd adecuadamente contenida en la
envolvente afin. Recuerde que la envolvente afin de puntos distintos v; y v, es la recta

y=({ —1tvy+1tvy, contenR
Como los pesos en una combinacién convexa son no negativos, los puntos en conv {vy, vy}
se pueden escribir en la forma
y=0—=0v; +1tvy, con0=r=1
que es el segmento de recta entre v; y v,, y de aqui en adelante se denotard como v;V;.

Si un conjunto S es afinmente independiente y si p e aff S, entonces p € conv S si y solo
si las coordenadas baricéntricas de p son no negativas. El ejemplo 1 muestra una situacion
especial en la cual S es mucho mds que solo afinmente independiente.

EJEMPLO 1 Sean

3 —6 3 0 —10
0 3 6 3 5

V] - 6 ’ V2 - 3 k] V3 = O ’ pl = 3 ’ p2 = 11 ?
-3 0 3 0 —4
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y S = {vy, v, v3}. Observe que S es un conjunto ortogonal. Determine si p; estd en Gen S, aff
Sy conv S.Y después haga lo mismo para p,.

SOLUCION Si P1. es al menos, una combinacién lineal de los puntos en S, entonces es facil
calcular los pesos porque S es un conjunto ortogonal. Sea W el subespacio generado por S.
Un célculo como en la seccién 5.3 indica que la proyeccién ortogonal de p; sobre W es el
mismo p;:

Pi-Vi Pi-V2 Pi°V3
proyw = Vi + Vo + V3
ViV Va:V2 V3°V3

1818
T T T Y

=P

W O N W
S W w o

Esto muestra que p; estd en Gen S. Ademads, puesto que los coeficientes suman 1, p; estd
en aff S. De hecho, p; estd en conv S porque los coeficientes también son no negativos.

Para p,, un célculo similar indica que proywy p» # p2. Como proyy p» es el punto en
Gen S mds cercano a p,, entonces el punto p, no estd en Gen S. En particular, p, no puede
estar en aff S o conv S. [ |

Recuerde que un conjunto S es afin si contiene todas las rectas determinadas por pares
de puntos en S. Cuando la atencidn se restringe a combinaciones convexas, la condicién ade-
cuada implica segmentos de recta en vez de rectas.

Un conjunto S es convexo si para cada p, q € S, el segmento de recta pq estd con-
tenido en S.

Intuitivamente, un conjunto S es convexo si todo par de puntos en el conjunto se puede
“ver” entre si sin que la linea de vision salga del conjunto. La figura 1 ilustra esta idea.

\ /'

Convexo Convexo No convexo

FIGURA 1

El siguiente resultado es andlogo al teorema 2 para conjuntos afines.

Un conjunto S es convexo si y solo si cada combinacién convexa de puntos de S se
encuentra en S. Es decir, S es convexo si y solo si S = conv S.

DEMOSTRACION El argumento es similar al utilizado en la demostracién del teorema 2.
La unica diferencia estd en el paso de induccién. Al tomar una combinacién convexa de
k + 1 puntos, considere y = ¢1vy + -+ + Ck Vi + Ck+1Vk+1, donde ¢; + ==~ + 41 = 1y
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TEOREMA 8

TEOREMA 9

0 = ¢; = | para toda i. Si ¢x+1 = 1, entonces y = v+, que pertenece a S, y no hay mas
que probar. Sicry; < 1,seat =c; + -+ + ¢ Entonces, 1 =1 — 41 >0y

C1 Ck
y=(1- Ck+1)<TV1 + TVk) + Ck+1Vik+1 (L)

Segtin la hipétesis de induccidn, el punto z = (¢;/t)vy + -+ + (¢x/t) vy estd en S porque
los coeficientes no negativos suman 1. Asi, la ecuacién (1) presenta a y como una combina-
cion convexa de dos puntos en S. De acuerdo con el principio de induccién, cada combinacién
convexa de tales puntos se encuentra en S. |

El teorema 9 que se expone a continuacion ofrece una caracterizacion mds geométrica
de la envolvente convexa de un conjunto. Se requiere un resultado preliminar de intersec-
ciones de conjuntos. Recuerde de la seccidn 4.1 (ejercicio 32) que la interseccion de dos
subespacios es, en si misma, un subespacio. De hecho, la interseccion de cualquier coleccion
de subespacios es, en si misma, un subespacio. Un resultado similar es vélido para conjuntos
afines y conjuntos convexos.

Sea {S, : a € A} cualquier coleccién de conjuntos convexos. Entonces, My 1S, €s
convexo. Si {7 : B € B} es cualquier coleccién de conjuntos afines, entonces Mgl
es afin.

DEMOSTRACION Sipy q estidn en NS,, entonces p y q estdn en cada S,. Como cada S,
es convexo, el segmento de recta entre p y q estd en S, para toda « y, por lo tanto, ese seg-
mento estd contenido en NS,. La demostracion para el caso afin es similar. |

Para cualquier conjunto S, la envolvente convexa de S es la interseccién de todos los
conjuntos convexos que contienen a S.

DEMOSTRACION Sea T la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a S.
Como conv S es un conjunto convexo que contiene a S, se deduce que 7' C conv S. Por otro
lado, sea C cualquier conjunto convexo que contiene a S. Entonces, C contiene a toda com-
binacién convexa de puntos de C (teorema 7) y, por consiguiente, también contiene a toda
combinacién convexa de puntos del subconjunto S. Es decir, conv S C C. Puesto que esto es
verdad para todo conjunto convexo C que contiene a S, esto también es valido para la inter-
seccion de todos ellos. Es decir, conv S C T. [ |

El teorema 9 sefiala que conv S es, en un sentido natural, el “menor” conjunto convexo
que contiene a S. Por ejemplo, considere un conjunto S que estd dentro de algin gran rec-
tdangulo en R?, e imagine estirar una banda de hule alrededor del exterior de S. Cuando la
banda se contrae alrededor de S, indica la frontera de la envolvente convexa de S. O bien,
para usar otra analogia, la envolvente convexa de S llena todos los huecos en el interior de S
y rellena todas las abolladuras en la frontera de S.

EJEMPLO 2

a) A continuacién se muestran las envolventes convexas de los conjuntos Sy 7 en R,

S conv § T conv T
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b) Sea S el conjunto que consta de la base estandar para R3, S = {e,, e,, e3}. Entonces,
conv S es una superficie triangular en R3, con vértices ej, e, y e3. Véase la figura 2. [ |

EJEMPLO 3 SeaS = {[;} x>0yy= xz}. Demuestre que la envolvente convexa
de S es la unién del origen y {[; ] x>0yy> xZ%. Véase la figura 3.

SOLUCION Cada punto en conv S debe estar en un segmento de recta que conecte dos
puntos de S. La linea discontinua de la figura 3 indica que, excepto por el origen, el eje y
positivo no estd en conv S, porque el origen es el tinico punto de S sobre el eje y. Parece-
ria razonable que la figura 3 muestre conv S, pero, ;como se podria estar seguro de que el
punto (1072, 10%), por ejemplo, estd sobre un segmento de recta del origen a un punto sobre
la curva en S?

Considere cualquier punto p en la regién sombreada de la figura 3, por ejemplo,

p= [Zi| cona>0yb=a’

La recta que pasa por 0 y p tiene la ecuacion y = (b/a)t para t real. Esta recta se interseca
con S donde ¢ satisface (b/a)t = 12, es decir, cuando t = b/a. Asf, p estd sobre el segmento

derectade 0 a |: b%Zz ], lo que indica que la figura 3 es correcta. |

El siguiente teorema es bdsico en el estudio de conjuntos convexos. Constantin
Caratheodory fue el primero en probarlo en 1907. Si p estd en la envolvente convexa de
S, entonces, por definicién, p debe ser una combinacién convexa de puntos de S. Pero la
definicién no establece cudntos puntos de S se requieren para construir la combinacion.
El notable teorema de Caratheodory dice que en un espacio n-dimensional, el nimero de
puntos de S en la combinacién convexa nunca es mayor que 7 + 1.

(Caratheodory) Si S es un subconjunto no vacio de R”, entonces cada punto en conv S
se puede expresar como una combinacion convexa de n + 1 o menos puntos de S.

DEMOSTRACION Dado p en conv S, se puede escribir p = cyv; + -+ + vy, donde
vieS,ci+ -+ cg=1yc¢ =0, para alguna k e i = 1,..., k. El objetivo es demostrar
que tal expresion existe parapconk =n + 1.

Si k> n + 1, entonces {vy,..., ¢} es afinmente dependiente, de acuerdo con el ejerci-
cio 12 de la seccion 9.2. Asi, existen escalares d,..., di, no todos cero, tales que

k k
Z d,’V,‘ =0 y Z d,‘ =0
i=1 i=1
Considere las dos ecuaciones

Vi + Vo + -+ CkVie =P

dyvi+dyvy+ -+ dpvi =0

Restando un miltiplo adecuado de la segunda ecuacion a la primera, se elimina uno de los
términos v; y se obtiene una combinacién convexa de menos que k elementos de S que es
igual a p.
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Como no todos los coeficientes d; son cero, podemos suponer (reacomodando subin-
dices, si es necesario) que d; > 0y que c/dy = c;/d; para todas aquellas i para las que
d;>0.Parai=1,..., k,sea b; = ¢; — (c;/dp)d;. Entonces, by = 0y

k k k
o %k —1_0=
Zb, Zc, ded, 1-0=1

i=1 i=1 i=1

Ademas, cada b; = 0. En realidad, si d; = 0, entonces b; = ¢; = 0. Si d; > 0, entonces
b; = di(c;/d; — c;/d;) = 0. Por construccion,

k

k—1 k
Zb,’V,’ = Zbivi = Z (Ci - Z_idl) Vi

i=1 i=1 i=1

k k k
= Zcivi —Z—iZdiVi = Zcivi =P

i=1 i=1 i=1

De esta forma, p ahora es una combinacién convexa de k — 1 de los puntos vy,..., V;.
Este proceso se puede repetir hasta que p se exprese como una combinacién convexa de,
alo sumo, n + 1 de los puntos de S. |

El siguiente ejemplo ilustra los cdlculos de la demostracién anterior.

EJEMPLO 4 Sean

RS H RS IS S

y S = {vy, va, v3, v4}. Luego,
! | ! L
ittt pva=p )

Utilice el procedimiento de la demostracién del teorema de Caratheodory para expresar p
como una combinacién convexa de tres puntos de S.

SOLUCION EI conjunto S es afinmente dependiente. Utilice las técnicas de la seccién 9.2
para obtener una relacién de dependencia afin

—5V1 + 4V2 — 3V3 + 4V4 =0 (3)

Después, seleccione los puntos v, y v4 en (3), cuyos coeficientes sean positivos. Para cada
punto, calcule la razén de los cocientes en las ecuaciones (2) y (3). La razén para v; es
é +4 = ﬁ, y para v4 es 11—2 +4 = % La razén para v4 es menor, asi que reste 4'—8 multipli-
cado por la ecuacioén (3) de la ecuacién (2) para eliminar vy:

1,5 1_ 4 1,3 1 _ 4 -
Gram+GE-mvn+tGra)vat(z—w)va=p
17 4 W
wYl T g2+ g3 =p u
Por lo general, este resultado no se puede mejorar al disminuir el nimero requerido de
puntos. En realidad, dados cualesquiera tres puntos no colineales en R?, el centroide del tridn-

gulo formado por ellos estd en la envolvente convexa de los tres, pero no estd en la envolvente
convexa de dos cualesquiera de ellos.
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PROBLEMAS DE PRACTICA#

6
1. Sean v = | 2
2

, Vo =

7
1
5
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-2 1 3

via=| 4L p=|3|ym=|2|yS={v
—1 1 1

vy, v3}. Determine si p; y p, estdn en conv S.

2. Sea S el conjunto de puntos sobre la curvay = 1/x para x > 0. Explique geométricamente
por qué conv § consiste en todos los puntos sobre la curva S y por arriba de ella.

EJERCICIOST

1. En R? sea S=%[S]:O§y<l}U{[g]}. Describa

(o bosqueje) la envolvente convexa de S.
. Describa la envolvente convexa del conjunto S de puntos [; ]

en R? que satisfacen las condiciones indicadas. Justifique sus
respuestas. (Demuestre que un punto arbitrario p en S pertenece
aconv S).

a)y=1/xyx=1/2
b) y =senx
) y=x"yx=0

. Considere los puntos del ejercicio 5 de la seccién 9.1. ;Cudles
de py, p2 y p3 estdn en conv S?

. Considere los puntos del ejercicio 6 de la seccién 9.1. ;Cudles

de pi, p2 y p3 estan en conv S?

Sean
—1 0 1
vi=|-3|,va=|-3|,vs=|-1]|,wu= s
4 1 4 -2
1 0
P = -1 s Py = =2 |,
2 2

y sea S = {Vvi, Va, V3, V4}. Determine si p; y p2 estdn en
conv S.

M2 0 -2 -1
0 -2 1 2
Sean Vi = —1 » V2 = 2 , V3 = 0 »P1 = _% 5
2 1 2 5
B 2
| -
0 —4 -2 .
P = 1Pz = y ps= , ¥y S el conjunto
1 ; 1 0
7 -1 4
4

ortogonal {vy, v, v3}. Determine si cada p; estd en Gen S, aft S
o conv S.

a) pi b) p2 <) Ps d) p4

Los ejercicios 7 a 10 utilizan la terminologia de la seccién 9.2.

7.

10.

osar- (G i
SHENHISHINE

Encuentre las coordenadas baricéntricas de pi, p2, P3 Y P4
con respecto a 7.

b) Utilice sus respuestas del inciso a) para determinar si cada
uno de py,..., ps en el inciso a) estd dentro, fuera o en la
arista de conv 7, una regién triangular.

Repita el ejercicio 7 para T = {[é} [2][_1]}y

SHESHES NN

Sea S = {vj, V2, v3, v4} un conjunto afinmente independiente.
Considere los puntos py,..., ps, cuyas coordenadas baricéntri-
cas con respecto a S estdn dadas por (2, 0,0, —1), (0,3, 1. 1)
(% 0, %, —l), (%, %, % é) y (% 0, %,0), respectivamente. Deter-
mine si cada uno de p;,..., ps estd dentro, fuera o sobre la super-
ficie de conv S, un tetraedro. ;Algunos de esos puntos estdn en
la arista de conv S?

Repita el ejercicio 9 para los puntos qj,..., s cuyas coordenadas
O . 111l
baricéntricas consre]specto a § estdn dadas por (g, 5 5),

(5:=5:0.3). (0.3.5.0). (0.-2,0.3) y (5.3.3.0), respec-
tivamente.

En los ejercicios 11 y 12, marque cada enunciado como verdadero o
falso. Justifique sus respuestas.

*11.

#12.

a) Siy =cvy + cava + c3vayc; + ¢ + ¢ 3 = 1, entonces y
es una combinacion convexa de vy, v, y Va.

b) Si S es un conjunto no vacio, entonces conv S contiene al-
gunos puntos que no estdn en S.

¢) SiSy T son conjuntos convexos, entonces S U T también es
convexo.

a) Un conjunto es convexo si X, y € S implica que el segmen-
to de recta entre X y y estd contenido en S.

b) Si Sy T son conjuntos convexos, entonces S M 7' también
€S Convexo.
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¢) Si S es un subconjunto no vacio de R’ y y e conv S, en-
tonces existen distintos puntos Vvi,..., V¢ en S tales que y
es una combinacién convexa de vy,..., Vg.

13. Sea S un subconjunto convexo de R” y suponga que f: R" — R™
es una transformacion lineal. Demuestre que el conjunto f(S) =
{f(x): x € S} es un subconjunto convexo de R™.

14. Sean f: R" — R™ una transformacion lineal y 7 un subcon-
junto convexo de R™. Demuestre que el conjunto § = {x € R":
f(x) e T} es un subconjunto convexo de R”.

15. Seanvlz[(l)], v2=|:;i|, v3=|:;], V4 = [g]y

p= [ % ] Confirme que

1 1 1 1
p:§V1+§V2+€V3+gV4 y V1—V2+V3—V4:0

Utilice el procedimiento de la demostracién del teorema de Ca-
ratheodory para expresar p como una combinacién convexa de
tres de las v;. Haga esto de dos formas.

0 3

3 1 1 .

V3 = ,Vy = yp= , considerando que
1 -1 2

pP= %Vl + %Vz + %V3 + ﬁV4

y

10V1 - 6V2 + 7V3 — 11V4 =0

16. Repita el ejercicio 9 para los puntos v; = [ - :|, V) = [O]

En los ejercicios 17 a 20, demuestre el enunciado en cuestién res-
pecto de los subconjuntos A y B de R”". Una demostracion para un
ejercicio puede emplear resultados de ejercicios anteriores.

17. Si A C By B es convexo, entonces conv A C B.
18. Si A C B, entonces conv A C conv B.

#19. a) [(conv A) U (conv B)] C conv (A U B)

#20.

#21.

22,
#23.

24.

b) Encuentre un ejemplo en R? para demostrar que la igualdad
no necesariamente es valida en el inciso a).

a) conv (A N B) C [(conv A) N (conv B)]

b) Encuentre un ejemplo en R? para probar que la igualdad no
necesita ser valida en el inciso a).

Considere que po, p1 y P2 son puntos en R” vy de-
fina fo(t) =1 —0)py+1p;, H@)=A—-)p, +1tp, y
g(t) = (1 —0)fy(¢) +tf,(¢t) para 0 = ¢t = 1. Para los pun-
tos que se muestran en la siguiente figura, realice un esquema
que muestre fj (%), f, (%) yg (%)

p] p2

Py

Repita el ejercicio 21 para f, (3),f; (2) y g (3).

Sea g(t) como se define en el ejercicio 21. Su gréfica se llama
curva cuadrdtica de Bézier, y se utiliza en algunos disefios de
graficos computacionales. Los puntos po, p; y p2 se llaman pun-
tos de control de la curva. Calcule una férmula para g(f) que
implique solamente a po, p; ¥ p2- Después, demuestre que g(7)
estd en conv {pg, p1, P2} para0 = ¢ = 1.

Dados los puntos de control pg, p1, p2 y p3 en R”, sea g(¢) para
0 =t = 1 lacurva cuadritica de Bézier del ejercicio 23 determi-
nada por po, p1 Y P2, Y sea g»(¢) definida de manera similar para
P1, P2y p3- Para0 = r = 1, defina h(r) = (1 — 1)g(r) + 1gx(1).
Demuestre que la grafica de h(?) estd en la envolvente convexa
de los cuatro puntos de control. A esta curva se le llama curva
ciibica de Bézier, y su definicién aqui es un paso en un algo-
ritmo para construir curvas de Bézier (analizadas en la seccion
9.6). Una curva de Bézier de grado k se determina por k + 1
puntos de control, y su gréfica estd en la envolvente convexa de
esos puntos de control.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. Los puntos vy, v, y V3 no son ortogonales, asi que se calcula

-8 -5 -3
Vo—vi=|-1|, vs—v= 21,p—Vvi= Llyp,—vi= 0
-3 —1 —1

Aumente la matriz [v, — v,

v3 — vi]con p; — vy y p2 — Vv y reduzca por filas:

1
1 -8 —5 -3 o 5 1
-1 2 1 0|~]0 1 % %
3 -3 -1 -1 0 0 0 -3

La tercera columna indica que p, —v; = %(Vz —-vy) + %(V3 —vy), lo que conduce a

p, = 0v; + %Vz + §V3. Asi, p; estd en conv S. De hecho, p; estd en conv {vy, v3}.
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La ultima columna de la matriz indica que p, — v; no es una combinacién lineal
de v; — v; y v3 — V. Asi, p; no es una combinacién afin de vy, v, y v3, por lo que p»
quiza no esté en conv S.

Un método de solucién alternativo consiste en reducir por filas la matriz aumentada
de las formas homogéneas:

1 0 0 0
% % % By o 0 1 10
Vi V2 Vi P;p Pr|~ 2

o0 1 %2 o0

o o0 o0 0 1

2. Si p es un punto arriba de S, entonces la recta que pasa por p con pendiente —1 se inter-
secard con S en dos puntos antes de llegar a los ejes x y y positivos.

Los hiperplanos desempeiian un papel especial en la geometria de R” porque dividen el es-
pacio en dos porciones, justo como un plano separa a R* en dos partes y una recta corta a R
La clave al trabajar con hiperplanos es utilizar simples descripciones implicitas, en vez de las
representaciones explicitas o paramétricas de rectas y planos empleadas en el estudio anterior
de conjuntos afines.!

Una ecuacién implicita de una recta en R? tiene la forma ax + by = d. Una ecuacién
implicita de un plano en R tiene la forma ax + by + cz = d. Ambas ecuaciones describen
la recta o el plano como el conjunto de todos los puntos en los cuales una expresion lineal
(también llamada funcional lineal) tiene un valor fijo, d.

Una funcional lineal en R” es una transformacion lineal f de R” en R. Para todo es-
calar d en R, el simbolo [ f: d] denota el conjunto de todas las x en R” para las cuales
el valor de f es d. Es decir,

[f:d]esel conjunto {x € R": f(x) = d}

La funcional cero es la transformacion tal que f(x) = 0 para toda x en R”. Todas las
demas funcionales lineales en R” son diferentes de cero.

EJEMPLO 1 En R? larectax — 4y = 13 es un hiperplano en R?, y es el conjunto de
puntos en los que la funcional lineal f(x, y) = x — 4y tiene valor 13. Es decir, la recta es el
conjunto [f: 13]. [ |

EJEMPLO 2 EnR? el plano 5x — 2y + 3z = 21 es un hiperplano, el conjunto de puntos
en los que la funcional lineal g(x, y, z) = 5x — 2y + 3z tiene valor 21. Este hiperplano es el
conjunto [g : 21]. [ |

Si f es una funcional lineal en R”, entonces la matriz estandar de esta transformacion
lineal f es una matrizA de 1 X n, por ejemplo, A = [a; a» -+ a,]. De manera que

[f:0] esigualque {xeR":Ax =0} =NulA (1)

! Las representaciones paramétricas se estudiaron en la seccion 1.5.
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Si f es una funcional distinta de cero, entonces rango de A = 1, y dim Nul A = n — 1, de
acuerdo con el teorema del rango.”? Asf, el subespacio [ f: 0] tiene dimensién n — 1y, por
lo tanto, es un hiperplano. Ademads, si d es cualquier nimero en R, entonces

[f:d] esigualque {xeR":Ax =d} 2)

Recuerde del teorema 6 de la seccién 1.5 que el conjunto de soluciones de Ax = b se
obtiene al trasladar el conjunto solucién de Ax = 0, empleando cualquier solucién particular
p de Ax = b. Cuando A es la matriz estdndar de la transformacion f, este teorema dice que

[f:d]=1[f:0] +p paracualquierpen|[f:d] 3)

Por lo tanto, los conjuntos [ f: d] son hiperplanos paralelos a [ f: 0]. Véase la figura 1.

[f:d]

—Lir0]

FIGURA 1 Hiperplanos paralelos,
con f(p) = d.

Cuando A es una matriz de 1 x n, la ecuacién Ax = d se puede escribir con un producto
interno n-x, empleando n en R” con las mismas entradas que A. Asi, a partir de (2),

[f:d] esigualque {xeR":nx=4d} 4)

Entonces, [ f: 0] = {x e R": n-x = 0}, lo que muestra que [ f: 0] es el complemento ortogonal
del subespacio generado por n. En la terminologia de cdlculo y geometria en R3, n se llama
un vector normal a [f: 0]. (Un vector “normal” en este sentido no necesita tener longitud
unitaria). Ademads, se dice que n es normal a cada hiperplano paralelo [ f: d], aunque n-x no
es cero cuando d # 0.

Otro nombre para [f: d] es conjunto nivel de f, y n algunas veces se llama gradiente
de f cuando f(x) = n-x para cada x.

EJEMPLO 3 Seann = [Z]y v= [_é

H = [f:12], donde f(x, y) = 3x + 4y. Por lo tanto, H es la recta 3x + 4y = 12. Encuentre
una descripcién implicita del hiperplano paralelo (recta) Hy = H + v.

], y sea H = {x:n-x = 12}, de manera que

SOLUCION Primero, encuentre un punto p en H,. Para hacer esto, determine un punto en H

y stimele v. Por ejemplo, |:(3)] estd en H, asi que p = |:_é:| + |:(3):| = [_;} estd en H;.

Ahora, calcule n'p = —9. Esto indica que H, = [f: —9]. Véase la figura 2, que también
muestra el subespacio Hy = {x : n-x = 0}. [ ]

Los siguientes tres ejemplos revelan conexiones entre descripciones implicitas y explici-
tas de hiperplanos. El ejemplo 4 inicia con una forma implicita.

2 Véase el teorema 14 de la seccién 2.9 o el teorema 14 de la seccién 4.6.
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\\ 4 + n
\ €
\
v+
\\ 1 \
I T A e U T
_4 \ ! 4
vy 4 |
il \v H=[f:12]
|
T \
a1 \v Hy=[f:0]
1 H =[f:-9]
-+ v
FIGURA 2

EJEMPLO 4 En R? dé una descripcién explicita de la recta x — 4y = 13 en forma vec-
torial paramétrica.

SOLUCION Esto equivale a resolver una ecuacién no homogénea Ax = b, donde A =
[l —4] y b es el nimero 13 en R. Escriba x = 13 + 4y, donde y es una variable libre.
En forma paramétrica, la solucién es

C[x] _[13+4y] 13 47
ot 1 S R b TR R

Es mas complicado convertir una descripcién explicita de una recta a la forma implicita.
La idea basica es construir [ f: 0] y después encontrar d para [ f: d].
1 6
EJEMPLO 5 Seanv, = 2 YV2= g}y L la recta que pasa por v; y v,. Encuentre
una funcional lineal f y una constante d tales que L; = [f: d].

SOLUCION La recta L; es paralela a la recta trasladada L a través de v, — v y el origen.
La ecuacion que define a L tiene la forma

b

Como n es ortogonal al subespacio L, que contiene a v, — vy, calcule

o[-

[a b][;}:o o n-x=0 donde n:[a} 5)

y resuelva

Por inspeccién, una solucién es [a b] = [2 5]. Sea f(x, y) = 2x + S5y. A partir de (5),
Ly=1[f:0],yL; =[f:d] paraalguna d. Como v; estd sobre larecta L;, d = f(v;) = 2(1) +
5(2) = 12. Asi, la ecuacién para L; es 2x + 5y = 12. Como comprobacién, observe que

f(v2) = f(6,0) = 2(6) + 5(0) = 12, de manera que Vv, también esta sobre L;. |
2
EJEMPLO 6 Seanv;=|1|,v2=| —1 |y v3= | 1 | Encuentre una descripcién
1 4 2

implicita [ f: d] del plano H; que pasa por vi, Vo y Va.
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TEOREMA 11

SOLUCION H, es paralelo a un plano Hy que pasa por el origen y que contiene los puntos
trasladados

1 2
vo—vV = | =2 y vi—vi=|0
3 1
Como esos dos puntos son linealmente independientes, Hy = Gen{v, — vi, v3 — Vv;}.
a
Sean = | b |la normal a Hy. Entonces, v — v; y v3 — v; son ortogonales a n. Es decir,
c

(vy — vi)'n = 0y (v3 — v))-n = 0. Esas dos ecuaciones forman un sistema cuya matriz
aumentada se puede reducir por filas:

Las operaciones de fila dan a = (—%)c, b= (%)c, con c libre. Establezca ¢ = 4, por ejemplo.
-2
Entonces, n = 5 |y Hy = [f:0],donde f(x) = —2x; + 5x, + 4x3.
4
El hiperplano paralelo H; es [ f: d]. Para encontrar d, considere el hecho de que v; estd
enHy,ycalculed = f(v)) = f(1,1,1) = =2(1) + 5(1) + 4(1) = 7. Como comprobacidn,
calcule f(v2) = f(2,—-1,4) = -2(2) +5(-1) +4(4) =16-9=1. [ |

El procedimiento del ejemplo 6 se generaliza a mayores dimensiones. Sin embargo, para
el caso especial de R?, también se puede utilizar la férmula del producto cruz para deter-
minar n, aplicando un determinante simbdlico como una regla mnemotécnica:

n = (vy —vy) X (v3 —vp)

1 2 i
R el el 2
3 1 k
-2
=-2i+5+4k=| 5
4

Si solo se necesita la férmula para f, el calculo del producto cruz se puede escribir como
un determinante ordinario

1 2 X1
-2 2 1 2
fxi,x,x3)=|-2 0 x|= X1 — X2+ X3
3 1 1 -2 0
3 1 X3

= —2x1 + 5x2 + 4x3

Hasta el momento, cada hiperplano examinado se ha descrito como [ f: d] para alguna
funcional lineal f y alguna d en R, o bien, de manera equivalente como {x € R" : n'x = d}
para alguna n en R". El siguiente teorema indica que fodo hiperplano tiene estas descripcio-
nes equivalentes.

Un subconjunto H de R” es un hiperplano si y solo si H = [f: d] para alguna funcional
lineal f diferente de cero y algtin escalar d en R. De esta forma, si H es un hiperplano,
existe un vector n diferente de cero y un niimero real d tales que H = {x : n'x = d}.
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El conjunto S es cerrado y
acotado.

9.4 Hiperplanos 541

DEMOSTRACION Suponga que H es un hiperplano, tome p € H, y sea Hy = H — p. Enton-
ces, Hy estd en un subespacio de dimensién (n — 1). Después, tome cualquier punto y que no
esté en Hy. De acuerdo con el teorema de descomposicién ortogonal de la seccion 5.3,

y=yitn
donde y; es un vector en Hy y n es ortogonal a todo vector en Hy. La funcién f definida por
fx) =nx paraxeR"

es una funcional lineal, por las propiedades del producto interno. Ahora, [ f: 0] es un hiper-
plano que contiene a Hy, por construccion de n. Se deduce que

Ho=[f:0]

[Argumento: H, contiene una base S de n — 1 vectores, y como § estd en el subespacio
(n — 1)-dimensional [ f: 0], entonces S también debe ser una base para [ f: 0], de acuerdo con
el teorema de la base]. Finalmente, sea d = f(p) = n-p. Por lo tanto, como se muestra en
la ecuaciodn (3) anterior,

[f:dl=1[f:01+p=Ho+p=H

El enunciado inverso de que [f: d] es un hiperplano se deduce de las ecuaciones (1) y (3)
anteriores. u

Muchas importantes aplicaciones de hiperplanos dependen de la posibilidad de “separar”
dos conjuntos mediante un hiperplano. Intuitivamente, esto significa que uno de los conjuntos
estd sobre un lado del hiperplano, y el otro conjunto estd sobre el lado contrario. La termino-
logfa y la notacién que se presentan a continuacién ayudardn a hacer mds precisa esta idea.

TOPOLOGIA EN R”: TERMINOS Y HECHOS

Para cualquier punto p en R” y cualquier real 6 > 0, la bola abierta B(p, 6) con centro
en p y radio 0 estd dada por

B(p,d) = {x:[x — p| < &}

Dado un conjunto S en R”, un punto p es un punto interior de S si existe un 6 > 0 tal
que B(p, 6) C S. Si toda bola abierta centrada en p se interseca con Sy con el comple-
mento de S, entonces p se llama punto frontera de S. Un conjunto es abierto si no
contiene a ninguno de sus puntos frontera. (Esto es equivalente a decir que todos sus
puntos son puntos interiores). Un conjunto es cerrado si contiene todos sus puntos
frontera. (Si S contiene solamente algunos de sus puntos frontera, entonces S no es
abierto ni cerrado). Un conjunto S es acotado si existe una 6 > 0 tal que S C B(0, 8).
Un conjunto en R” es compacto si es cerrado y acotado.

Teorema: La envolvente convexa de un conjunto abierto es abierta, y la envolvente
convexa de un conjunto compacto es compacta. (La envolvente convexa de un conjunto
cerrado no necesita ser cerrada. Véase el ejercicio 27).

EJEMPLO 7 Sean

oo MY w=[3] > »-[)

como se muestra en la figura 3. Entonces, p; es un punto interior porque B(p, %) cS.
El punto p; es un punto frontera porque cada bola abierta centrada en p, se interseca con
Sy el complemento de S. El conjunto S es cerrado porque contiene todos sus puntos frontera.
El conjunto S es acotado porque S C B(0, 3). Por lo tanto, S también es compacto. |
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DEFINICION

TEOREMA 12

TEOREMA 13

Notacion: Si f es una funcional lineal, entonces f(A) = d significa que f(x) = d para cada
x e A. Las notaciones correspondientes se empleardn cuando las desigualdades estén inver-
tidas o cuando sean estrictas.

El hiperplano H = [ f: d] separa a dos conjuntos A y B si es vélida una de las siguientes
situaciones:

i. fA)=dyf(B)=d, o
il. f(A)=dyf(B)=d.

Si en las condiciones anteriores todas las desigualdades débiles se remplazan por desi-
gualdades estrictas, entonces se dice que H separa estrictamente A y B.

Observe que la separacion estricta requiere que los dos conjuntos sean disjuntos, lo que
no ocurre en la separacién simple. Es claro que si dos circulos en el plano son tangentes ex-
ternamente, entonces su recta tangente comun los separa (pero no estrictamente).

Aunque es necesario que los dos conjuntos sean disjuntos para separarlos estrictamente,
esta condicidn no es suficiente, ni siquiera para conjuntos convexos cerrados. Por ejemplo,

sean
A loastyloy oo B “lix=o0 0
= X — —_ = X =
y _Zyx_y_ y y zVyVy

Entonces, A y B son conjuntos convexos cerrados disjuntos, pero no se pueden separar es-
trictamente mediante un hiperplano (recta en R?). Véase la figura 4. Asi, el problema de
separar (0 de separar estrictamente) dos conjuntos con un hiperplano es mas complicado
de lo que parece.

y

FIGURA 4 Conjuntos convexos cerrados
disjuntos.

Hay muchas condiciones interesantes sobre los conjuntos A y B que implican la existen-
cia de un hiperplano de separacion, pero los siguientes dos teoremas son suficientes para esta
seccién. La demostracién del primer teorema requiere de un poco de material preliminar,’
pero el segundo es consecuencia inmediata del primero.

Suponga que A y B son conjuntos convexos no vacios tales que A es compacto y B
es cerrado. Entonces, existe un hiperplano H que separa estrictamente A y B si y solo
siANB=Q.

Suponga que A y B son conjuntos compactos no vacios. Entonces, existe un hiperplano
que separa estrictamente A y B si y solo si (conv A) N (conv B) = .

3 Una demostracién del teorema 12 se presenta en Steven R. Lay, Convex Sets and Their Applications (Nueva York:
John Wiley & Sons, 1982; Mineola, NY: Dover Publications, 2007), pp. 34-39.
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DEMOSTRACION Suponga que (conv A) N (conv B) = &J. Como la envolvente convexa de
un conjunto compacto es compacta, entonces el teorema 12 asegura que existe un hiperplano
H que separa estrictamente conv A y conv B. Es claro que H también separa estrictamente
a los conjuntos mas pequefios A y B.

A la inversa, suponga que el hiperplano H = [ f: d] separa estrictamente A y B. Sin pér-
dida de generalidad, suponga que f(A) < dy f(B) > d. Seax = ¢;X; + - + cxX; cualquier
combinacion convexa de elementos de A. Entonces,

@ =cafx)+-+af) <cd+--+ad=d
yaque c; + --- + ¢ = 1. Por lo tanto, f(conv A) < d. Asimismo, f(conv B) > d, por lo que

H = [f: d] separa estrictamente conv A y conv B. De acuerdo con el teorema 12, conv A
y conv B deben ser disjuntos. [ |

EJEMPLO 8 Sean

2 -3 3 1
a=|1|, a= 20, a3= 4|, bi=[0| yby=| 1],
1 1 0 2

y sean A = {aj, a5, a3} y B = {by, b,}. Demuestre que el hiperplano H = [f: 5], donde
f(x1, x2, x3) = 2x; — 3x, + x3, no separa A y B. ;Existe un hiperplano paralelo a H que se-
pare A 'y B? ;Se intersecan las envolventes convexas de A 'y B?

SOLUCION Evalde la funcional lineal fen cada uno de los puntos en A y B:

fa) =2, f(a)=-11, f(az3)=—6, f(b))=4 y f(by) =12

Como f(b;) = 4 esmenor que 5y f(by) = 12 es mayor que 5, los puntos de B estdn en ambos
lados de H = [f: 5]y asi Hno separaA y B.

Puesto que f(A) < 3y f(B) > 3, el hiperplano paralelo [ f: 3] separa estrictamente A
y B. Segiin el teorema 13, (conv A) N (conv B) = .

Precaucion: Si no hay hiperplanos paralelos a H que separen estrictamente A y B, esto
no implicaria necesariamente la interseccién de sus envolventes convexas. Tal vez algin otro
hiperplano no paralelo a H los separara estrictamente. |

PROBLEMA DE PRACTICA*

1 —1 1 -2
eSeanp, =| 0 |,p, = 2 |,n = 1 |,m = 1 |,y considere que H, es el hiper-
2 1 -2 3
plano (plano) en R? que pasa por el punto p; y que tiene vector normal ny, y H, es el
hiperplano que pasa por el punto p, con vector normal n,. Dé una descripcion explicita de
H; N H, mediante una férmula que muestre como generar todos los puntos en H; N H,.

9.4 EJERCICIOST

1. Sea L la recta en R? que pasa por los puntos [_i] y |:?:| 2. Sea L la recta en R? que pasa por los puntos [}1] y [:? ]

Encuentre una funcional lineal f y un nimero real d tales que Obtenga una funcional lineal f y un nimero real d tales que

L=1[f:d] L=[f:d].
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En los ejercicios 3 y 4, determine si cada conjunto es abierto o cerra-
do, o bien, ni abierto ni cerrado.

3.

a) {(x,y):y>0}

D) {(n,y):x=2yl=y=3}
o) {(r,y):x=2y1<y<3}
d) {(x,y):xy=1yx>0}
e) {(x,y):xy=1yx>0}

a) {(x,y):x*+y> =1}

b) {(x,y):x* +y*>1}

o) {ny):x*+y*=1yy>0}
d) {(x,y):y=x?}

e) {(x,y):y<x?)

En los ejercicios 5 y 6, determine si cada conjunto es compacto o no,
y si es convexo o no.

5.
6.

Utilice los conjuntos del ejercicio 3.

Utilice los conjuntos del ejercicio 4.

En los ejercicios 7 a 10, sea H el hiperplano que pasa por los pun-
tos mencionados. a) Encuentre un vector n que sea normal al hiper-
plano. b) Obtenga una funcional lineal f y un niimero real d tales que

H=

10.

11.

12.

Lf:d].
1 27 [ -1 1 4 7
1,141, |2 8 =20, =21, |4
3] L] L 3 1 3 4
17 27 11 1
0 3 2 1
L1121
L0 LO] |LO 1
(17 [ 2 1 3
2 2 3 2
opPf—-1{12)1-1
L 0] [-3 7 -1
1 2 0 -2
S _ 3 n— 1 |1 0
ean p = 1= s|PVi=| V= 1
2 —1 1 3
1
y V3 = g , 'y H el hiperplano en R* con normal n y que
4

pasa por p. ;Cudles de los puntos vy, V2 y v3 estdn sobre un
mismo lado de H como el origen, y cudles no?

2 3 —1 0
Sean a, = —1 ,ady = 1 , a3 = 6 ,b1= 5 .
| 5 | 3 0 —1
17 27 3
b,=| -3, by=]2 y n= 1 |,ysean A = {a,
=2 | 1] -2

a, a3} y B = {by, by, b3}. Encuentre un hiperplano H con nor-

mal n que separa A y B. ;Existe un hiperplano paralelo a H que
separe estrictamente A 'y B?

2 1 1
#13. Sean p, = _? s PR=| g m= i y
2 3 2
2
n, = ? , sean H| el hiperplano en R* que pasa por p; con
5

normal n,, y H, el hiperplano que pasa por p, con normal n,.
D¢ una descripcién explicita de H; N Hy. [Sugerencia: Obtenga
un punto p en H; N H, y dos vectores linealmente indepen-
dientes v y v, que generen un subespacio paralelo al plano afin
bidimensional H; N H].

*14. Sean F, y F, planos tetradimensionales en R® y suponga que F|
N F, # . ;Cudles son las posibles dimensiones de F; N F,?

En los ejercicios 15 a 20, escriba una férmula para una funcional
lineal f y especifique un nimero d, tal que [f: d] sea el hiperplano
descrito en el ejercicio.

#*15. Sea A lamatriz [1 —3 4 —2]de 1 x 4, yseab = 5. Ademds,
H={xenR*: Ax = b}.

*16. SeaAlamatrizde [2 5 —3 0 6] de 1 x 5. Observe que Nul A
estd en R. Sea H = Nul A.

#17. Sea H el plano en R? generado por las filas de B =

|:(1) ; ii| Es decir, H = Fil B. [Sugerencia: Indague

cudl es la relacion entre H y Nul B. Véase la seccién 5.1].

#18. Sea H el plano en R’ generado por las filas de B =

[1 4 _5:|.Es decir, H = Fil B.

0 -2 8
1 0
#19. Sea H el espacio columna de la matriz B = 4 2
-7 —6

Es decir, H = Col B. [Sugerencia: Indague cudl es relacion entre
Col By Nul BT. Véase la seccién 5.1].

1 0
#20. Sea H el espacio columna de la matriz B = 5 2
—4 —4

Es decir, H = Col B.

En los ejercicios 21 y 22, marque cada enunciado como verdadero
o falso. Justifique sus respuestas.

*21. a) Una transformacion lineal de R a R" se llama una funcio-
nal lineal.

b) Si f es una funcional lineal definida en R”, entonces existe
un nimero real k tal que f(x) = kx para toda x en R".

¢) Siun hiperplano separa estrictamente a los conjuntos A y B,
entonces A N B = .

d) Si Ay B son conjuntos convexos cerrados y A N B = J,
entonces existe un hiperplano que separa estrictamente
AyB.



#22. a) Si d es un nimero real y f es una funcional lineal diferen-
te de cero definida en R”, entonces [ f: d] es un hiperplano
en R”.

b) Dado cualquier vector n y cualquier nimero real d, el con-
junto {X : n-x = d} es un hiperplano.

¢) Si Ay B son conjuntos disjuntos no vacios tales que A es
compacto y B es cerrado, entonces existe un hiperplano que
separa estrictamente A y B.

d) Si existe un hiperplano H tal que H no separa estrictamente
a dos conjuntos A y B, entonces (conv A) N (conv B) # .

23. Sean v| = [ii|,vz = [3],% = [g] yp= |:‘1‘i| Encuen-

tre un hiperplano [f: d] (en este caso, una recta) que separe
estrictamente p de conv {vy, v,, v3}.

24. Repita el ejercicio 23 para v; = [;], v, = [5], V3 = [4]

1 4
|2

25.

26.

#27.

#28.

29.

30.
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Sea p = [T] Encuentre un hiperplano [ f: d] que separe es-

trictamente B(0, 3) y B(p, 1). [Sugerencia: Después de encon-
trar f, demuestre que el punto v = (1 — .75)0 + .75p no estd
en B(0, 3) ni en B(p, 1)].

Sean q = |:§i| yp= [?] Encuentre un hiperplano [f: d]
que separe estrictamente B(q, 3) y B(p, 1).

Dé un ejemplo de un subconjunto cerrado S de R? tal que
conv S no sea cerrado.

Dé un ejemplo de un conjunto compacto A y un conjunto ce-
rrado B en R? tales que (conv A) N (conv B) = &, pero con-
siderando que A y B no se puedan separar estrictamente con
un hiperplano.

Pruebe que la bola abierta B(p, 8) = {x : ||x — p|| < &} es un
conjunto convexo. [Sugerencia: Utilice la desigualdad del
tridngulo].

Demuestre que la envolvente convexa de un conjunto acotado
también estd acotada.

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

Primero, calcule n;'p; = —3 y ny'p, = 7. El hiperplano H; es el conjunto solucién de
la ecuacién x; + x; — 2x3 = —3,y H; es el conjunto solucién de la ecuacién —2x; + x; +

3x3 = 7. Entonces,

H NHy ={x:x1+x,—2x3 =-3 y =2x1+x2+3x3 =7}

Esta es una descripciéon implicita de H; N H,. Para encontrar una descripcion explicita,
resuelva el sistema de ecuaciones por reduccién de filas:

[1 1—2—3] [1 o—g—g}
-2 1 3 7 1 1
0 1 -3 3

) s

3 3

Por lo tanto, x; = —% + §X3,X2 = % + %x;,x3 = x3. Sean p = % y v= %

0 1

La solucién general se puede escribir como X = p + x3v. Asi, H; N H, es la recta que pasa
por p en la direccién de v. Observe que v es ortogonal tanto a n; como a n.

9.5 POLITOPOS

Esta seccion estudia propiedades geométricas de una importante clase de conjuntos convexos
compactos llamados politopos. Esos conjuntos se presentan en todo género de aplicaciones,
incluyendo teoria de juegos, programacioén lineal y problemas de optimizacién mas genera-
les, como el disefio de controles de retroalimentacion para sistemas de ingenieria.
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DEFINICION

DEFINICION

Un politopo en R” es la envolvente convexa de un conjunto finito de puntos. En R?,
un politopo es simplemente un poligono. En R3, un politopo se llama poliedro. Caracteris-
ticas importantes de un poliedro son sus caras, aristas y vértices. Por ejemplo, el cubo tiene
6 caras cuadradas, 12 aristas y 8 vértices. Las siguientes definiciones aportan terminologia
para mayores dimensiones, asi como para R? y R3. Recuerde que la dimensién de un con-
junto en R” es la dimensién del plano afin méds pequefio que lo contiene. Ademds, observe
que un politopo es un tipo especial de conjunto convexo compacto, porque un conjunto fi-
nito en R" es compacto y la envolvente convexa de este conjunto también es compacta, de
acuerdo con el teorema incluido en el recuadro de términos y hechos en topologia, de la
seccioén 9.4.

Sea S un subconjunto convexo compacto de R”. Un subconjunto F no vacio de S es
una cara (propia) de S si F' # Sy existe un hiperplano H = [f: d]talque F = SN H
y f(S) = d o f(S) = d. El hiperplano H es un hiperplano de soporte para S. Si la di-
mension de F' es k, entonces F es una k-cara de S.

Si P es un politopo de dimension k, entonces P se llama un k-politopo. Una O-cara
de P se llama vértice, una 1-cara es una arista, y una (k — 1)-dimensional cara es una
faceta de S.

EJEMPLO 1 Suponga que S es un cubo en R3. Cuando un plano H se traslada en R?
hasta que apenas toca (soporta) al cubo, pero no corta el interior de este, entonces hay tres
posibilidades para H N S, dependiendo de la orientacién de H. (Véase la figura 1).

H N S puede ser una cara cuadrada bidimensional (faceta) del cubo.

H N S puede ser una arista unidimensional del cubo.

H N S puede ser un vértice de dimensién 0 del cubo. |
H
: Hi )
S S S
H
H N S es bidimensional. H N S es unidimensional. H N S es de dimension 0.
FIGURA 1

La mayoria de las aplicaciones de politopos de alguna manera implican a los vértices,
porque estos tienen una propiedad especial que se identifica en la siguiente definicion.

Sea S un conjunto convexo. Un punto p en S es un punto extremo de S si p no esta
en el interior de algin segmento de recta contenido en S. Mds precisamente, si X,
y e Sy p e xy, entonces p = X o p = y. El conjunto de todos los puntos extremos
de S se llama perfil de S.



FIGURA 2

DEFINICION

TEOREMA 14
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Un vértice de cualquier conjunto convexo S compacto es automdticamente un punto ex-
tremo de S. Este hecho queda asentado en la demostracién del teorema 14, que se presenta
a continuacion. Al trabajar con un politopo, por ejemplo, P = conv {vj,..., V;} para vi,..., V¢
en R", por lo general es util saber que vy,..., v son los puntos extremos de P. Sin embar-
go, esta lista podria contener puntos extrafios. Es decir, por ejemplo, algtin vector v; podria
ser el punto medio de una arista del politopo. Desde luego, en este caso v; realmente no se
necesita para generar la envolvente convexa. La siguiente definicién describe la propiedad
de los vértices que hace que sean puntos extremos.

El conjunto {vy,..., v¢} es una representaciéon minima del politopo P si P = conv
{Vi,..., vk} yparacadai = 1,..., k, v; & conv {v;:j # i}.

Cada politopo tiene una representaciéon minima. Si P = conv {vy,..., V¢} y si alguna v;
es una combinacion convexa de los otros puntos, entonces es posible eliminar v; del conjunto
de puntos sin cambiar la envolvente convexa. Este proceso se puede repetir hasta obtener la
representacion minima. Es factible demostrar que la representaciéon minima es tnica.

Suponga que M = {vj,..., v;} es la representacién minima del politopo P. Entonces
los siguientes tres enunciados son equivalentes:

a) peM.
b) p esun vértice de P.

¢) P esun punto extremo de P.

DEMOSTRACION a)=>b). Supongaquep e MyseaQ =conv {v:ve Myv +#p}.Dela
definicién de M se deduce que p ¢ Q, y como Q es compacto, el teorema 13 implica la exis-
tencia de un hiperplano H' que separa estrictamente {p} y Q. Sea H el hiperplano que pasa
por p paralelo a H'. Véase la figura 2.

Entonces Q estd en uno de los semiespacios cerrados H' acotado por H, y P € H*.
Por lo tanto, H es soporte para P en p. Ademds, p es el tnico punto de P que puede estar
en H, de manera que H N P = {p}, y p es un vértice de P.

b) = ¢). Sea p un vértice en P. Entonces existe un hiperplano H = [f: d] tal que H N
P = {p}y f(P) = d. Si p no fuera un punto extremo, entonces se tendrian puntos Xy y en P
tales que p = (I — ¢)x + ¢y con 0 < ¢ < 1. Es decir,

cy=p-(-ox y y=(:)o-(;-1)w

Se deduce que f(y) = %f(p) — (% — l)f(x). Pero, f(p) = dy f(x) = d, por lo que

fy) = (%)(d) - (% - 1)(d) =d

Por otro lado, y € P, asi que f(y) = d. Se deduce que f(y) = dy quey € H N P. Esto con-
tradice el hecho de que p es un vértice. Entonces, p debe ser un punto extremo. (Observe
que esta parte de la demostracion no depende de que P sea un politopo. Es vélida para cual-
quier conjunto convexo compacto).

¢) = a). Es claro que cualquier punto extremo de P debe ser un miembro de M. |
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TEOREMA 15

TEOREMA 16

EJEMPLO 2 Recuerde que el perfil de un conjunto S es el conjunto de puntos extremos
de S. El teorema 14 muestra que el perfil de un poligono en R? es el conjunto de vértices.
(Véase la figura 3). El perfil de una bola cerrada es su frontera. Un conjunto abierto no tiene
puntos extremos, de manera que su perfil es vacio. Un semiespacio cerrado no tiene puntos
extremos, por lo que su perfil es vacio. |

FIGURA 3

El ejercicio 18 le pide demostrar que un punto p en un conjunto convexo S es un punto
extremo de S si, y solo si, cuando p se elimina de S, los puntos restantes atin siguen forman-
do un conjunto convexo. Se deduce que si $* es cualquier subconjunto de S tal que conv S* es
igual a S, entonces S* debe contener el perfil de S. Los conjuntos del ejemplo 2 muestran que,
en general, S* puede ser mds grande que el perfil de S. Sin embargo, es cierto que cuando §
es compacto, S* se puede considerar como el perfil de S, como lo demostrard el teorema 15.
Asi, cada conjunto S compacto no vacio tiene un punto extremo, y el conjunto de todos los
puntos extremos es el subconjunto mas pequefio de S cuya envolvente convexa es igual a S.

Sea S un conjunto convexo compacto no vacio. Entonces S es la envolvente convexa
de su perfil (el conjunto de puntos extremos de S).

DEMOSTRACION La demostracién es por induccién sobre la dimensién del conjun-
to S.! [ |

Una importante aplicacién del teorema 15 es el siguiente teorema. Es uno de los re-
sultados tedricos clave en el desarrollo de la programacién lineal. Las funcionales lineales
son continuas, y las funciones continuas siempre alcanzan sus maximos y minimos sobre un
conjunto compacto. El significado del teorema 16 es que para conjuntos convexos compactos,
el maximo (y el minimo) realmente se obtiene en un punto extremo de S.

Sea f una funcional lineal definida sobre un conjunto convexo S compacto y no vacio.
Entonces, existen puntos extremos ¥y wde S tales que

) = mé;( Jv oy fw) = mf? J)

DEMOSTRACION Suponga que f alcanza su mdximo m sobre S en algiin punto v’ en S.
Es decir, f(v') = m. Se desea demostrar que existe un punto extremo en S con la misma pro-
piedad. De acuerdo con el teorema 15, v' es una combinacién convexa de los puntos extre-
mos de S. Es decir, existen puntos extremos Vvy,..., Vi de S y no negativos ci,..., ¢ tales que

vV =cvi+ -+ vy concp+ o+ =1
Si ninguno de los puntos extremos de S satisface f(v) = m, entonces

fvp)y<m parai=1,....,k

!'Los detalles se pueden encontrar en Steven R. Lay, Convex Sets and Their Applications (Nueva York: John Wiley &
Sons, 1982; Mineola, NY: Dover Publications, 2007, p. 43.
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porque m es el mdximo de f sobre S. Pero entonces, como f es lineal,

= f(V) = flervi+ -+ cvi)
c1 f(v) + -+ ek f (Vi)
<cm+---+cem=mci+--+cp)=m

3
|

Esta contradiccién implica que algin punto extremo ¥ de S debe satisfacer f(V) = m.
La demostracion para w es similar. [ |

EJEMPLO 3 Dados los puntos p, = |:_(1)i|,p2 = [i’} y ps = [;} en R% sea S =

conv {pi, p2, p3}. Para cada funcional lineal f, encuentre el valor maximo m de f sobre
el conjunto S, y obtenga todos los puntos x en S en los que f(x) = m.

a) filx1,x2) =x1+x2 b) folx1,x2) = =3x1 +x2 ¢ f3(x1,x2) = x1 +2x2

SOLUCION De acuerdo con el teorema 16, el valor mdximo se alcanza en uno de los puntos
extremos de S. Asi que para encontrar m, se evalia f en cada punto extremo y se selecciona
el valor més grande.

a) filpy) = -1, fi(py) =4y fi(p;) = 3, de manera que m; = 4. Trace la gréfica de la
recta f1(xy, x2) = my, es decir, x; + x, = 4, y observe que X = p, es el tnico punto en S
en el cual f1(x) = 4. Véase la figura 4a).

b) fr(py) =3, f2(py) = =8y fa(ps) = —1, por lo que m; = 3. Trace la grifica de la recta
falxy, x2) = my, es decir, —3x; + x, = 3, y observe que x = p; es el tinico punto en S en
el cual f>(x) = 3. Véase la figura 4).

o) fap) =-—1, fa(p,) =5y f3(p;) =5, de manera que m; = 5. Trace la gréfica de la
recta f3(x;, x,) = ma, es decir, x; + 2x, = 5. Aqui, f3 alcanza su valor maximo en p»,

en p3 y en cada punto de la envolvente convexa de p, y p3. Véase la figura 4c). [ |
2 R R
44 4+ 4+
P3 P3 P3
2+ 2+ 2+
7 P X S P X S P
— F—t—F—+—+—x; — F—t—F—+—+—x; — F—t——+—+—x;
-2 P 2 4 2 /P 2 4 -2 P 2 4
a)x;+x,=4 b) 3x;+x,=3 )X +2x,=5
FIGURA 4

La situacién ilustrada en el ejemplo 3 para R? también se aplica en mayores dimensio-
nes. El valor maximo de una funcional lineal f en un politopo P estd en la interseccion de un
hiperplano soporte y P. Esta interseccién es un solo punto extremo de P, o bien, la envolvente
convexa de 2 o mds puntos extremos de P. En cualquier caso, la interseccion es un politopo,
y sus puntos extremos forman un subconjunto de los puntos extremos de P.

Por definicién, un politopo es la envolvente convexa de un conjunto finito de puntos. Esta
es una representacion explicita del politopo porque identifica puntos en el conjunto. Un po-
litopo también se puede representar implicitamente como la interseccién de un nimero finito
de semiespacios cerrados. El ejemplo 4 ilustra esto en R2.
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EJEMPLO 4 Sean

<[t} meli] v me]

en R, y § = conv {pi, p2, p3}. Algebra sencilla indica que la recta que pasa por p; y p2
estd dada por x; + x, = 1,y S estd en el lado de esta recta donde

x] +x,=1 o,de manera equivalente, —x; —x, = —1.
De forma similar, la recta que pasa por po y p3 es x; — x, = 1,y S estd sobre el lado donde
X —xn=1
Ademads, la recta que pasa por p3 y p; es —x; + 3x; = 3,y S se encuentra en el lado donde
—x1 +3x =3

Véase la figura 5. Se deduce que S se puede describir como el conjunto solucién del sistema
de desigualdades lineales

—X; —Xxp < —1
X1 —x3 <1
—Xx1 +3x, <3

Este sistema se puede escribir como Ax = b, donde

-1 -1 . —
A=| 1 -1/, x=[x1} y b=
1 3 2 3
Observe que una desigualdad entre dos vectores, tales como Ax y b, se aplica a cada una de
las coordenadas correspondientes en esos vectores. |
X
? X —x=1
4 —+
P;
2T —x;+3x,=3
Pl
F—— fF——t——+—x
-2 p,2 4
X +x=1
FIGURA 5

En ocasiones serd necesario remplazar una descripcién implicita de un politopo por una
representaciéon minima del politopo, listando todos los puntos extremos del politopo. En ca-
sos sencillos, es factible una solucién grafica. El siguiente ejemplo muestra cémo manejar la
situacion cuando varios puntos de interés estdn muy cercanos para identificarlos facilmente
en una gréfica.

EJEMPLO 5 Sea P el conjunto de puntos en R? que satisfacen Ax < b, donde

1 3 18
A=|1 1|y b=| 8
3 2 21

y X = 0. Encuentre la representaciéon minima de P.
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SOLUCION La condicién x = 0 coloca a P en el primer cuadrante de R?, una condicién
tipica en problemas de programacion lineal. Las tres desigualdades en Ax = b implican tres
rectas frontera:

1) x14+3x=18 (2) x1+x2=8 (3) 3x;+2x, =21

Las tres rectas tienen pendientes negativas, por lo que una idea general de la forma de P es
facil de visualizar. Incluso un burdo esquema de las gréficas de esas rectas revelard que (0, 0),
(7,0) y (0, 6) son vértices del politopo P.

(,Qué ocurre con las intersecciones de las rectas (1), (2) y (3)? A partir de la gréfica,
algunas veces es claro cudles intersecciones incluir. Si no es asi, el siguiente procedimiento al-
gebraico funcionara bien:

Cuando se encuentra un punto de interseccion que corresponde a dos desigualdades,
pruébelo en las otras desigualdades para ver si el punto estd en el politopo.

La interseccion de (1) y (2) es p12 = (3, 5). Ambas coordenadas son no negativas, asi que
P12 satisface todas las desigualdades, excepto quizd la tercera. Pruebe esto:

3(3) + 2(5) = 19 < 21

Este punto de interseccion satisface la desigualdad para (3), de manera que pi, estd en el
politopo.

La interseccion de (2) y (3) es pas = (5, 3). Esto satisface todas las desigualdades, excep-
to quizd la desigualdad para (1). Pruebe esto:

15) + 33) = 14 < 18

Esto demuestra que pa3 estd en el politopo.
Por ultimo, la interseccién de (1) y (3) es pj3 = (g, %) Pruebe esto en la desigualdad
para (2):
27 33 60
1) +1(2)=L~86>8

Por lo tanto, py3 no satisface la segunda desigualdad, lo que demuestra que p;3 no estd en P.
En conclusidn, la representaciéon minima del politopo P es

(AEIHA -

El resto de esta seccién analiza la construccién de dos politopos bésicos en R? (y ma-
yores dimensiones). El primero se presenta en problemas de programacién lineal. Ambos
politopos brindan oportunidades para visualizar R* en una forma notable.

Simplejo

Un simplejo es la envolvente convexa de un conjunto finito de vectores afinmente indepen-
dientes. Para construir un simplejo k-dimensional (o k-simplejo), se procede como sigue:

0-simplejo S°: un solo punto {v}
1-simplejo S': conv (S° U {v,}), y v2 no esté en aff S°

2-simplejo S%: conv (S' U {v3}), y v3 no se encuentra en aff S'!

k-simplejo S*: conv (S¥™' U {vi+1}), ¥ Vit DO estd en aff SK~!

El simplejo S' es un segmento de recta. El tridngulo S? proviene de seleccionar un punto
v3 que no estd en la recta que contiene a S| y después formar la envolvente convexa con S.
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Vl VI \\ Vl \ / V4
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Vi V2

s0 s! s2 $3
FIGURA 6

(Véase la figura 6). El tetraedro S5 se produce al elegir un punto v4 que no esté en el plano de
S?y después formar la envolvente convexa con S2.

Antes de continuar, considere algunos de los patrones que se estdn presentando. El
tridngulo S tiene tres aristas. Cada una de esas aristas es un segmento de recta semejante
a S'. ;De dénde provienen esos tres segmentos de recta? Uno de ellos es S'. Otro viene
de la unién del punto final v, con el nuevo punto vs. El tercero proviene de unir el otro
punto final v; con v3. Se podria decir que cada punto extremo en S' se estira dentro de un
segmento de recta en S2.

El tetraedro S* de la figura 6 tiene cuatro caras triangulares. Una de ellas es el tridn-
gulo original S%, y las otras tres se obtienen al estirar las aristas de S? al nuevo punto vy.
Ademds, observe que los vértices de S? se estiran para formar las aristas de S°. Las otras
aristas de S* provienen de las aristas de S°. Esto sugiere cémo “visualizar” el S* de cuatro
dimensiones.

La construccién de %, llamado pentatopo, implica formar la envolvente convexa de S3
con un punto vs que no estd en el 3-espacio S3. Desde luego, es imposible un esquema com-
pleto, pero la figura 7 es sugestiva: S* tiene cinco vértices, y cualesquiera cuatro de los vér-
tices determinan una faceta en la forma de un tetraedro. Por ejemplo, la figura enfatiza
la faceta con vértices vy, v, V4 y Vs y la faceta con vértices v, v3, v4 y vs. Hay cinco de estas

v

v

3

FIGURA 7 El simplejo de cuatro dimensiones S* proyectado sobre R?, con dos
facetas tetraédricas resaltadas.
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facetas. La figura 7 identifica las 10 aristas de S*, las cuales se pueden emplear para visua-
lizar las 10 caras triangulares.

La figura 8 muestra otra representacién del simplejo de cuatro dimensiones S*. Esta vez
el quinto vértice se presenta “dentro” del tetraedro S3. Las facetas tetraédricas resaltadas
también parecen estar “dentro” de S°.

1

FIGURA 8 El quinto vértice de S* estd “dentro” de S°.

Hipercubo

Sea I; = Oe; el segmento de recta del origen 0 al vector e; de la base estandar en R”. Enton-
ces, para k tal que 1 = k = n, el vector suma?

Ck211+12+“'+1k

se llama el hipercubo k-dimensional.

Para visualizar la construccién de C¥, inicie con los casos sencillos. El hipercubo C lesel
segmento de recta I;. Si C! se traslada mediante e, la envolvente convexa de sus posiciones
inicial y final describe un cuadrado C2. (Véase la figura 9 de la siguiente pagina). Al trasladar C?
mediante e; se produce el cubo C3. Una traslacién similar de C3 mediante el vector e, produce
el hipercubo de cuatro dimensiones C*.

Una vez mads, esto es dificil de visualizar, pero la figura 10 muestra una proyeccion
bidimensional de C*. Cada una de las aristas de C? se estira para formar una cara cuadrada
de C*. Y cada cara cuadrada de C3 se amplia para formar una cara ctbica de C*. La figura
11 muestra tres facetas de C*. El inciso a) resalta el cubo proveniente de la cara cuadrada iz-
quierda de C3. El inciso b) muestra el cubo que proviene de la cara cuadrada frontal de C3.
Y el inciso c) destaca el cubo proveniente de la cara cuadrada superior de C>.

2 El vector suma de dos conjuntos A y B se define mediante A + B = {¢: ¢ =a + b paraalgunasac Ay b e B}.
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c! c? c3
FIGURA 9 Construccién del cubo C3.

FIGURA 10 C* proyectado sobre R?.

a) b) c)
FIGURA 11 Tres de las facetas ctbicas de C*.

La figura 12 muestra otra representacién de C* en la que el cubo trasladado se coloca
“dentro” de C3. Esto hace mds facil visualizar las facetas ctibicas de C*, porque existe menos
distorsion.

FIGURA 12 La imagen trasladada de
C?3 se coloca “dentro” de C? para
obtener C*.

En total, el cubo de cuatro dimensiones C* tiene ocho caras ctibicas. Dos de ellas provie-
nen de las imagenes originales y trasladadas de C?, y seis provienen de las caras cuadradas
de C? que se amplian para formar cubos. Las caras cuadradas bidimensionales de C* pro-
vienen de las caras cuadradas de C3 y de su traslado, y las aristas de C3 que se estiran para
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formar cuadrados. Por lo tanto, hay 2 x 6 + 12 = 24 caras cuadradas. Para contar las aristas,
multiplique por dos el nimero de aristas en C* y sume el ndmero de vértices en C3. Esto
da?2 x 12 + 8 = 32 aristas en C*. Todos los vértices en C* provienen de C3 y su traslado, de
manera que hay 2 x 8 = 16 vértices.

Uno de los resultados verdaderamente notables en el estudio de politopos es la siguiente
férmula; Leonard Euler (1707-1783) fue el primero en probarla. La férmula establece una
relacion sencilla entre el ndmero de caras de diferentes dimensiones en un politopo. Para
simplificar el enunciado de la férmula, sea f;(P) el nimero de caras k-dimensionales de un
politopo n-dimensional P.?

n—1
Férmula de Euler: Y (=Df fi(P) = 1+ (=)'
k=0

En particular, cuando n = 3, v — e + f = 2, donde v, e y f denotan el nlimero de vértices,
aristas y facetas, respectivamente, de P.

PROBLEMA DE PRACTICA*

* 1. Encuentre la representacién minima del politopo P definido por las desigualdades

1 3 12
Ax=byx=0,cuandoA=|1 2|yb=]| 9
2 1 12

9.5 EJERCICIOST

1. A partir de los puntos plz[é],pzz[g]ym:[_;} 6. A= i ?},b:[}g]

en R, sea S = conv {p1, p2, p3}. Para cada funcional lineal f, - -

13 18
encuentre el valor mdximo m de f en el conjunto S, y obtenga 7 4=11 1l v=110
todos los puntos x en S en los cuales f(x) = m. ’ 4 1 ’ 28
a) f(x1, X)) = x| — X b)  flx,x) =x1 + x2 : - _
- 2 1 8
¢) f(x1,x2) = =3x1 + x
) f(x1, x2) 1 20 ) 1 8 A=|1 1] b=]6
2. Dadoslospuntosp,=|:_1j|,p2:|:1j|yp3=|:2i|en[R2, |1 2 ] L7
sea S = conv {pi, pa, p3}. Para cada funcional lineal f, encuen- * 9. Sea S = {(x,y) : &2 + (y — 1)> = 1} = {(3, 0)}. (El origen
tre el valor mdximo m de f en el conjunto S, y determine todos es un punto extremo de conv S? ;Es el origen un vértice de
los puntos x en S en los cuales f(x) = m. conv §?
a) flxi, %) = x1 + x by fl,x) =x —x #10. Encuentre un ejemplo de un conjunto convexo S cerrado en R?
o) flx, x) = =2x1 + x2 tal que su perfil P sea no vacio, pero conv P # S.

3. Repita el ejercicio 1 considerando que m es el valor minimo  #11. Encuentre un ejemplo de un conjunto convexo § acotado en
de f'en Sy no el valor maximo. R? tal que su perfil P sea no vacio, pero conv P # .

4. Repita el ejercicio 2 considerando que m es el valor minimo de .1,

Fens L val . . a) Determine el nimero de k-caras del simplejo de cinco di-
en Sy no el valor maximo.

mensiones S> para k = 0, 1,..., 4. Verifique que su respuesta

En los ejercicios 5 a 8, encuentre la representacion minima del po- satisfaga la férmula de Euler.
litopo definido por las desigualdades Ax = by x = 0. b) Realice una tabla de los valores de f;(S") paran = 1,..., 5
yk=0,1,...,4. ;Identifica un patrén? Proponga una férmu-
1 2 10
5. A= 3l b= 15 la general para fi(S").

3 Se presenta una demostracion en Steven R. Lay, Convex Sets and Their Applications (Nueva York: John Wiley &
Sons, 1982; Mineola, NY: Dover Publications, 2007), p. 131.
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*13.

*14.

*15.

a) Determine el nimero de k-caras del hipercubo de cinco di-
mensiones C? para k = 0, 1,..., 4. Compruebe que su res-
puesta satisfaga la férmula de Euler.

b) Construya una tabla de los valores de f(C") paran = 1,...,5
y k=0, 1,...,4. ;Identifica un patrén? Proponga una férmu-
la general para f(C").

Suponga que vj,..., V; son vectores linealmente indepen-
dientes en R" (1 = k = n). Entonces el conjunto X* = conv
{£vL,..., £V} es un k-politopo de cruce (u ortoplex).

a) Elabore un bosquejo de X'y X2.

b) Determine el nimero de k-caras del politopo de cruce tridi-
mensional X3 para k = 0, 1, 2. ;Qué otro nombre tiene X3?

¢) Obtenga el nimero de k-caras del politopo de cruce de cua-
tro dimensiones X* para k = 0, 1, 2, 3. Compruebe que su
respuesta satisfaga la férmula de Euler.

d) Encuentre una férmula para f3(X"), el nimero de k-caras
de X", para0=k=n— 1.

Una k-piramide P* es la envolvente convexa de un (k — 1)-
politopo Q y un punto x ¢ aff Q. Encuentre una férmula
para cada uno de los siguientes casos en términos de fj(Q),
j=0,.,n—1.

a) El nimero de vértices de P" : fo(P").

b) El ntimero de k-caras de P": fi(P"),paral = k=n — 2.
¢) El ndmero de facetas (n —

fn*l(Pn)-

1)-dimensionales de P”":

En los ejercicios 16 y 17, marque cada enunciado como verdadero
o falso. Justifique sus respuestas.

*16.

a) Un politopo es la envolvente convexa de un conjunto finito
de puntos.

b) Sea p un punto extremo de un conjunto convexo S. Si u,
veS,peuvyp # u,entoncesp = V.

¢) Si S es un subconjunto convexo no vacio de R”, entonces S
es la envolvente convexa de su perfil.

d) El simplejo de cuatro dimensiones S* tiene exactamente
cinco facetas, cada una de las cuales es un tetraedro tridi-
mensional.

*17.

18.

19.

#20.

21.

22,

a) Un cubo en R3 tiene cinco facetas.

b) Un punto p es un punto extremo de un politopo P si y solo
si p es un vértice de P.

¢) Si § es un conjunto convexo, compacto y no vacio, y una
funcional lineal alcanza su maximo en un punto p, entonces
p es un punto extremo de S.

d) Un politopo bidimensional siempre tiene el mismo nimero
de vértices y aristas.

Sea v un elemento del conjunto convexo S. Pruebe que v es un
punto extremo de S si y solo si el conjunto {x € §:x # v} es
convexo.

Sic e Ry S es un conjunto, defina ¢S = {cx:x e S}. Sea §
un conjunto convexo y suponga que ¢ > 0y d > 0. Demuestre
que ¢S +dS = (c + d)S.

Encuentre un ejemplo para demostrar que la convexidad de S
es necesaria en el ejercicio 19.

Si A 'y B son conjuntos convexos, demuestre que A + B es
convexo.

Un poliedro (3-politopo) se llama regular si todas sus facetas
son poligonos regulares congruentes y todos los dngulos en los
vértices son iguales. En la siguiente demostracién aporte los de-
talles de que solamente existen cinco poliedros regulares.

a) Suponga que un poliedro regular tiene r facetas, cada una de
las cuales es un poligono regular de k lados, y que s aristas
concurren en cada vértice. Considerando que v y e denotan
los niimeros de vértices y aristas en el poliedro, explique por
qué kr = 2e 'y sv = 2e.

b) Utilice la férmula de
1 1 1 1

s + k2 + e’

¢) Obtenga todas las soluciones integrales de la ecuacién en
el inciso b) que satisfacen las restricciones geométricas del
problema. (;Qué tan pequefios pueden ser k 'y s?).

Euler para demostrar que

Para su informacidn, los cinco poliedros regulares son el tetrae-
dro (4, 6, 4), el cubo (8, 12, 16), el octaedro (6, 12, 8), el dode-
caedro (20, 30, 12) y el icosaedro (12, 30, 20). (Los nimeros
entre paréntesis indican los nimeros de vértices, aristas y caras,
respectivamente).

SOLUCION AL PROBLEMA DE PRACTICA

1. La desigualdad matricial Ax = b conduce al siguiente sistema de desigualdades:

a) x1 +3xn=12
by xi +2x =9

c) 2xp+txp =12

La condicién x = 0 coloca al politopo en el primer cuadrante del plano. Un vértice es

(0, 0). Las x; de interseccion de las tres rectas (cuando x, =

0) son 12, 9 y 6, por lo

que (6, 0) es un vértice. Las x, de interseccion de las tres rectas (cuando x; = 0) son 4,
4.5,y 12, de manera que (0, 4) es un vértice.
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(Cémo hacer que las tres rectas frontera intercepten en valores positivos de x; y x?
La interseccion de a) y b) estd en py, = (3, 3). Al probar pgp, en ¢) se obtiene 2(3) + 1(3) =
9 < 12, por lo que pgp estd en P. La interseccion de b) y ¢) estd en p,. = (5, 2). Al probar
Pue €n a) se obtiene 1(5) + 3(2) = 11 < 12, de manera que pp estd en P. La interseccion
de a) y c) estd en p,c = (4.8, 2.4). Al probar p,. en b) se obtiene 1(4.8) + 2(2.4) = 9.6 > 9.
Asi, pac no estd en P.

Por tltimo, los tres vértices (puntos extremos) de los politopos son (0, 0), (6, 0), (5, 2),
(3, 3) y (0, 4). Esos puntos forman la representaciéon minima de P. Esto se muestra gréfica-
mente en la figura 13.

X2
12 +
8T (;)
4T
+ a)
———t—1— X
4 8 b) 12
FIGURA 13

9.6 CURVAS Y SUPERFICIES

Durante miles de afios, los constructores utilizaron largas tiras delgadas de madera para
formar el casco de las embarcaciones. En épocas mads recientes, los disefiadores emplearon
tiras metdlicas largas y flexibles para formar las superficies de autos y aviones. Pesos y
clavijas moldearon las tiras en suaves curvas llamadas splines ciibicos naturales. La curva
entre dos puntos de control sucesivos (clavijas o pesos) tiene una representacién paramé-
trica usando polinomios ctbicos. Por desgracia, dichas curvas tienen la propiedad de que
el movimiento de un punto de control afecta la forma de toda la curva, debido a las fuerzas
fisicas que las clavijas y los pesos ejercen sobre la tira. Los ingenieros disefiadores habian
deseado por mucho tiempo tener un gran control local de la curva, de manera que el movi-
miento de un punto de control afectara solamente una pequefia parte de la curva. En 1962,
un ingeniero francés especialista en automotores, Pierre Bézier, resolvié este problema
agregando puntos de control y utilizando una clase especial de curvas, las cuales ahora
llevan el nombre de su creador.

Curvas de Bézier

Las curvas que se describen a continuacién desempefian un papel importante en los graficos
generados por computadora y en ingenieria. Por ejemplo, se emplean en Adobe Illustrator y
en Macromedia Freehand, y en lenguajes de programaciéon como OpenGL. Esas curvas le
permiten a un programa almacenar informacién exacta sobre segmentos curvos y superficies
en un nimero relativamente pequefio de puntos de control. Todos los comandos de graficos
para los segmentos y las superficies solo se tienen que calcular para los puntos de control. La
estructura especial de esas curvas también acelera otros calculos en la “tuberia de graficos”
que crea la imagen final en la pantalla.

Los ejercicios de la seccidn 9.3 introdujeron las curvas cuadraticas de Bézier y mos-
traron un método para construir curvas de Bézier de grado superior. Aqui el andlisis se
concentra en las curvas de Bézier cuadraticas y ctibicas, que se determinan con tres o cuatro
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puntos de control, denotados como pg, pi, P2 y P3. Esos puntos pueden estar en R? o R,
o bien, representarse mediante formas homogéneas en R? o R*. Las descripciones paramé-
tricas estdndares de esas curvas, para 0 = ¢t = 1, son

w(r) = (1—1)’py +2t(1 —1)p, + °p, (1)
x(t) = (1 = 1)°py + 3t (1 —t)*p, + 3t>(1 — 1)p, + £°ps )

La figura 1 muestra dos curvas tipicas. Por lo regular, las curvas pasan solo a través de los
puntos de control inicial y final, pero una curva de Bézier siempre estd en la envolvente con-
vexa de sus puntos de control. (Véase los ejercicios 21 a 24 de la seccioén 9.3).

P, 1) P Py

Py Py P3

FIGURA 1 Curvas de Bézier cuadraticas y cubicas.

Las curvas de Bézier son ttiles en los graficos generados por computadora porque sus
propiedades esenciales se preservan bajo la accion de transformaciones lineales y traslacio-
nes. Por ejemplo, si A es una matriz de tamafio adecuado, entonces de la linealidad de la
multiplicacion de matrices, para0 = ¢ = 1,

Ax(t) = A[(1 = 1)°py + 31(1 —1)’p; + 3¢°(1 —1)p, + £°ps]
= (1 —1)Ap, + 3t(1 —1)*Ap, + 3¢*(1 —t)Ap, + t* Ap,

Los nuevos puntos de control son Apy,..., Aps. En el ejercicio 1 se consideran traslaciones
de curvas de Bézier.

Las curvas de la figura 1 sugieren que los puntos de control determinan las rectas tan-
gentes a las curvas en los puntos de control inicial y terminal. De sus clases de célculo, recuer-
de que para cualquier curva paramétrica, por ejemplo y(#), la direccioén de la recta tangente
a la curva en un punto y(7) estd dada por la derivada y'(r), llamada vector tangente de la
curva. (Esta derivada se calcula entrada por entrada).

EJEMPLO 1 Determine c6mo el vector tangente de la curva cuadritica de Bézier w(r)
estd relacionado con los puntos de control de la curva,ent =0y = 1.

SOLUCION Escriba los pesos en la ecuacién (1) como simples polinomios
w(t) = (1 =21 +1*)py + (2t — 2t9)p; + 1°p,
Entonces, ya que la derivacion es una transformacién lineal sobre funciones,

w(t) = (=2 +20)py + (2 — 41)p, + 21p,

w'(0) = —=2p, + 2p; = 2(p; — Po)
w'(1) = =2p; +2p, = 2(p, — Py)
El vector tangente en p, por ejemplo, apunta de py a p;, pero es dos veces mas largo que

el segmento de po a p;. Observe que w'(0) = 0 cuando p; = po. En este caso, w(r) =(1 — 1)
p1 + t2p2, y la grifica de w(?) es el segmento de recta de p; a p,. |



9.6 Curvasy superficies 559

Conexion de dos curvas de Bézier

Dos curvas de Bézier basicas se pueden unir extremo con extremo, con el punto terminal
de la primera curva x(f) como el punto inicial p, de la segunda curva y(f). Se dice que la cur-
va combinada tiene continuidad geométrica G° (en p,) porque los dos segmentos se juntan
en p;. Si la recta tangente a la curva 1 en p, tiene diferente direccién que la recta tangente
a la curva 2, entonces una “esquina”, o un cambio abrupto de direccién, puede ser eviden-
te en p,. Véase la figura 2.

Pyf——————— Py

p
1 P,

Py
FIGURA 2 Continuidad G° en p,.

Para evitar un doblez pronunciado, es suficiente ajustar las curvas para que tengan lo
que se llama continuidad geométrica G', donde ambos vectores tangentes en p, apuntan en
la misma direccién. Es decir, las derivadas x'(1) y y'(0) apuntan en la misma direccién,
aunque pueden diferir en magnitud. Cuando los vectores tangentes son realmente iguales
en p, el vector tangente es continuo en pj, y se dice que la curva combinada tiene conti-
nuidad C', o continuidad paramétrica C'. La figura 3 muestra continuidad G' en a) y con-
tinuidad C! en b).

p p
. 1 p2 p3 1 p2 P3
Py P, Py
p
0 : : — : : : |
0 2 4 6 8 10 12 14
a) b)

FIGURA 3 a) Continuidad G' y b) continuidad C.

EJEMPLO 2 Considere que x(r) y y(¢) determinan dos curvas cuadrdticas de Bézier,
con puntos de control {po, p1> P2} Y {P2, P3, P4}, respectivamente. Las curvas se unen en

p2 = x(1) = y(0).

a) Suponga que la curva combinada tiene continuidad G' (en p,). ;Qué restriccién alge-
braica hace que esta condicion se imponga sobre los puntos de control? Exprese esta
restriccion en lenguaje geométrico.

b) Repita el inciso a) para continuidad C'.

SOLUCION

a) A partir del ejemplo 1, x'(f) = 2(p, — p1).- Ademas, utilizando los puntos de control para
y(#) en lugar de w(?), el ejemplo 1 indica que y'(0) = 2(p; — p»). La continuidad G' sig-
nifica que y'(0) = kx'(1) para alguna constante positiva k. De forma equivalente,

P3 — P2 = k(p2 — p1), conk>0 3
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Geométricamente, (3) implica que p; estd sobre el segmento de recta de p; a ps. Para
probar esto, sea t = (k + 1)7!, y observe que 0 < ¢t < 1. Despeje k, para obtener k =
(1 — £)/t. Cuando esta expresion para k se emplea en la ecuacién (3), un reordenamiento
indica que p, = (1 — )p; + 7 p3, lo que comprueba la afirmacion acerca de p».

b) La continuidad C' significa que y'(0) = x'(1). Por lo tanto, 2(p3 — p2) = 2(p2 — pP1)s
de manera que p; — p2 = P2 — P, y P2 = (p1 + p3)/2. Geométricamente, p, es el
punto medio del segmento de recta de p; a p3. Véase la figura 3. |

La figura 4 muestra la continuidad C' para dos curvas ctbicas de Bézier. Observe cémo
el punto que une los dos segmentos de recta estd a la mitad del segmento de recta entre los
puntos de control adyacentes.

p3/ p4
p() p /

/
x(1)
MO Ps

Py

Pg

FIGURA 4 Dos curvas cubicas de Bézier.

Dos curvas tienen continuidad (paramétrica) C? cuando tienen continuidad C' y las se-
gundas derivadas x"(1) y y"(0) son iguales. Esto es posible para curvas ciibicas de Bézier,
pero limita severamente las posiciones de los puntos de control. Otra clase de curvas ctbicas,
llamadas B-splines, siempre tienen continuidad C? porque cada par de curvas comparte tres
puntos de control en lugar de uno. Los gréaficos que utilizan B-splines tienen mas puntos de
control y, en consecuencia, requieren mds célculos. Algunos ejercicios de esta seccién exa-
minan esas curvas.

De manera sorprendente, si x(#) y y(¢) se unen en ps, la suavidad aparente de la curva
en p3, por lo general, es la misma para continuidad G' y continuidad C'. Esto se debe a que
la magnitud de x'(¢) no estd relacionada con la forma fisica de la curva. La magnitud solo
refleja la parametrizacién matematica de la curva. Por ejemplo, si una nueva funcién vectorial
z(1) es igual a x(21), entonces el punto z(7) atraviesa la curva de pg a p3 dos veces mds rdpido
que la version original, porque 2t alcanza 1 cuando ¢ es .5. Pero, de acuerdo con la regla de
la cadena de cdlculo, z'(f) = 2-x'(2t), por lo que el vector tangente a z(¢) en ps es el doble
del vector tangente a x(¢) en ps.

En la préctica, muchas curvas de Bézier sencillas se unen para crear objetos graficos.
Los programas de composicion tipografica constituyen una importante aplicacién, porque
muchas letras en un tipo de fuente implican segmentos curvos. Cada letra en letra Post-
Script®, por ejemplo, se almacena como un conjunto de puntos de control, junto con infor-
macién sobre como construir el “contorno” de la letra utilizando segmentos de recta y cur-
vas de Bézier. El aumento de dicha letra bdsicamente requiere multiplicar las coordenadas
de cada punto de control por un factor de escala constante. Una vez que se ha calculado el
contorno de la letra, se rellenan las partes solidas adecuadas de la letra. La figura 5 ilustra
esto para un cardcter de una letra PostScript. Observe los puntos de control.
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FIGURA 5 Un caracter PostScript.

Ecuaciones matriciales para curvas de Bézier

Como una curva de Bézier es una combinacién lineal de puntos de control utilizando polino-
mios como pesos, la férmula para x(7) se puede escribir como

[ (1—1)
3t(1 —1)?
X(t)=[Po P P P3] 3t§(1_2)
3
[1 -3t +3:2—13]
3t — 612 + 3¢t3
Z[Po P P2 Ps] 342 _ 343
/3
1 =3 3 —17][1
0O 3 -6 3 t
:[po P P p3] 0 0 3 -3 [2
(0 0 0o 1|7

La matriz cuyas columnas son los cuatro puntos de control es la matriz de geometria,
G. La matriz de 4 x 4 de coeficientes polinomiales es la matriz base de Bézier, Mj. Si u(r)
es el vector columna de potencias de ¢, entonces la curva de Bézier estd dada por

x(1) = GMpu(t) 4)

Otras curvas cibicas paramétricas en graficos de computadora también se escriben en
esta forma. Por ejemplo, si las entradas en la matriz Mp se cambian adecuadamente, las cur-
vas resultantes son B-splines. Estas son “mds suaves” que las curvas de Bézier, pero no pasan
por ninguno de los puntos de control. Una curva ctibica de Hermite se presenta cuando la
matriz Mp se remplaza por una matriz base de Hermite. En este caso, las columnas de la ma-
triz de geometria consisten en los puntos inicial y final de las curvas y los vectores tangentes
a las curvas en esos puntos.'

La curva de Bézier en la ecuacién (4) se puede “factorizar” de otra manera, para utili-
zarse en el andlisis de superficies de Bézier. Por conveniencia mds adelante, el pardmetro ¢

' El término matriz base viene de las filas de la matriz que listan los coeficientes de los polinomios de mezclado
utilizados para definir la curva. Para una curva de Bézier cubica, los cuatro polinomios son (I — 13, 311 — 12,
3t%(1 — 1), y £3. Estos forman una base para el espacio P53 de polinomios de grado 3 o menor. Cada entrada en el
vector X(#) es una combinacion lineal de esos polinomios. Los pesos provienen de las filas de la matriz de geome-
tria G en la ecuacion (4).
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se remplaza por un pardmetro s:

Py 10 0o o][p
_ TasT| P1| _ 2 3713 3 0 0 P,
x(s) = u(s)" My . =[1 s s* §°] 36 3 0||ps
P; -1 3 =3 1 P;

Po

:[(1—s)3 3s(1 —s)> 3s%(1—ys) s3] gl 5)
2
Ps3

Esta férmula no coincide plenamente con la transpuesta del producto de la derecha
en (4), porque x(s) y los puntos de control se presentan en la ecuacién (5) sin los simbolos
de transpuesta. La matriz de los puntos de control en la ecuacién (5) se llama el vector de
geometria. Esto se deberia ver como un bloque matricial de 4 x 1 (particionado) cuyas
entradas son vectores columnas. La matriz a la izquierda del vector de geometria, en la se-
gunda parte de la ecuacion (5), también se puede considerar como un bloque matricial, con
un escalar en cada bloque. La multiplicacién de matrices particionadas tiene sentido, por-
que cada entrada (vector) en el vector de geometria se puede multiplicar por la izquierda
por un escalar, asi como por una matriz. Por lo tanto, el vector columna x(s) se representa
mediante la ecuacién (5).

Superficies de Bézier

Un parche superficial bictibico en 3D se puede construir a partir de un conjunto de cuatro
curvas de Bézier. Considere las cuatro matrices de geometria

[Pn Pi2 P13 P14]
[le P2 P23 P24]
[P31 P32 P33 P34]
[P41 Ps2 P43 P44]

y recuerde de la ecuacién (4) que una curva de Bézier se produce cuando cualquiera de esas
matrices se multiplica por la derecha por el siguiente vector de pesos:

(1—1)

Y

Mpu(t) = 3;21 f%
3

t

Sea G el bloque matricial (particionado) de 4 x 4 cuyas entradas son los puntos de con-
trol p; presentados antes. Entonces, el siguiente producto es un bloque matricial de 4 x 1,
y cada entrada es una curva de Bézier:

P P P13 Pu (11— f)32
Pi P P Pu 3t(1—1)
GMpgu(t) =
pu(t) P31 P P33z Py 312(13— 1)
Psi Pu Psz Py !

De hecho,

(1—1)*py; +3t(1 —1)’py, + 3t°(1 —1)py3 + £°pyy
(1 =1)°py; +31(1 —1)?pyy + 3t°(1 — 1)pyy + 1°pyy

GMgpu(t) =
pu(t) (1 —1)°p3; + 31(1 —1)*pyy + 3t%(1 — 1)p33 + £7p3y
(1= 1)°pyy +31(1 = 1)’pyy + 31*(1 = 1)pys + 7Py
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Ahora fije 7. Asi, GMpu(f) es un vector columna que se puede utilizar como un vector de
geometria en la ecuacién (5) para una curva de Bézier en otra variable s. Esta observacion
produce la superficie bicibica de Bézier:

x(s,t) = u(s)" M} GMgu(t), donde0=s,1=1 6)

La férmula para x(s, f) es una combinacion lineal de los 16 puntos de control. Si uno ima-
gina que esos puntos de control estdn acomodados en un arreglo rectangular mds o menos
uniforme, como en la figura 6, entonces la superficie de Bézier se controla con una red de
ocho curvas de Bézier, cuatro en la “direccién s y cuatro en la “direccion ¢”. La superfi-
cie realmente pasa por los cuatro puntos de control en sus “esquinas”. Cuando estd a la
mitad de una superficie mds grande, la superficie de 16 puntos comparte con sus vecinos sus
12 puntos de control frontera.

FIGURA 6 Dieciséis puntos de control para un
parche superficial bicibico de Bézier.

Aproximaciones a curvas y superficies

En programas CAD y en los que se utilizan para crear juegos computacionales realistas, el
disefiador con frecuencia labora en una estacion de trabajo gréfica para crear una “escena”
que implica varias estructuras geométricas. Este proceso requiere interaccion entre el dise-
nador y los objetos geométricos. Cada leve reposicionamiento de un objeto requiere nuevos
célculos matemdticos por el programa de graficos. Las curvas y superficies de Bézier son
utiles en este proceso porque implican mucho menos puntos de control que objetos aproxi-
mados por bastantes poligonos. Esto reduce notablemente el tiempo de célculo y acelera el
trabajo del disefador.

Sin embargo, después de la composicion de la escena, la preparacion de la imagen final
tiene diferentes demandas computacionales que se logran con mayor facilidad mediante ob-
jetos que consisten en superficies planas y aristas rectas, como los poliedros. El disefiador
necesita generar la escena, introduciendo iluminacién, agregando color y textura a las super-
ficies, y simulando reflexiones en las superficies.

Calcular la direccion de la luz reflejada en un punto p sobre una superficie, por ejemplo,
requiere saber las direcciones de la luz incidente y de la normal superficial, esto es, el vector
perpendicular al plano tangente en p. Determinar estos vectores normales es mucho mds facil
sobre una superficie compuesta de, por ejemplo, pequefos poligonos planos que sobre una
superficie curva cuyo vector normal cambia continuamente conforme se mueve p. Si p;, p2
y p3 son vértices adyacentes de un poligono plano, entonces la normal superficial es mds o
menos el producto cruz (p> — p1) X (p2 — p3). Cuando el poligono es pequeiio, solo se nece-
sita un vector normal para reproducir el poligono entero. Ademds, dos rutinas de sombreado
ampliamente utilizadas, el sombreado Gouraud y el sombreado Phong, requieren una super-
ficie para definirse mediante poligonos.

Como resultado de esa necesidad de superficies planas, ahora las curvas y superficies
de Bézier de la etapa de composicion de escenas generalmente se aproximan mediante seg-
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mentos de lineas rectas y superficies poliédricas. La idea basica para aproximar una curva o
superficie de Bézier es dividir la curva o superficie en partes mds pequefias, con mas y mas
puntos de control.

Subdivision recursiva de curvas y superficies de Bézier

La figura 7 muestra los cuatro puntos de control py,..., p3 para una curva de Bézier, junto con
puntos de control para dos nuevas curvas, cada una de las cuales coincide con la mitad de la
curva original. La curva “izquierda” inicia en qg = po y termina en qs, en el punto medio de
la curva original. La curva “derecha” comienza en rp = (3 y termina en r3 = p3.

p():q()/ P;=Tr;

FIGURA 7 Subdivision de una curva de Bézier.

La figura 8 muestra cdmo los nuevos puntos de control encierran regiones que son “mas
delgadas™ que la regién encerrada por los puntos de control originales. Conforme las dis-
tancias entre los puntos de control disminuyen, los puntos de control de cada segmento de
curva también se hacen mds cercanos a un segmento de recta. Esta propiedad de variacion-
disminucion de las curvas de Bézier depende del hecho de que una curva de Bézier siempre
estd en la envolvente convexa de los puntos de control.

Py=4y P;=Tr;

FIGURA 8 Envolventes convexas de los puntos de control.
Los nuevos puntos de control estdn relacionados con los puntos de control originales me-

diante férmulas sencillas. Desde luego, qo = po y r3 = p3. El punto medio de la curva original
x(?) se encuentra en x(.5) cuando x(¢) tiene la parametrizacion estdndar.

X(1) = (1 =3t 4+ 3t> —t3)py + (3t — 61> + 3t*)p, + 3t> = 3t)p, + t°p;, (7
para 0 = ¢ = 1. Asi, los nuevos puntos de control q3 y r( estdn dados por
q; =19 =x(.5) = %(Po + 3p; + 3p, + p3) 3)

También son sencillas las férmulas para los restantes puntos de control “interiores”, pero la
deduccidn de las formulas requiere algin trabajo que implica vectores tangentes de las curvas.
Por definicidn, el vector tangente a una curva parametrizada x(¢) es la derivada x'(¢). Este vec-
tor muestra la direccion de la recta tangente a la curva en x(f). Para la curva de Bézier en (7),

X (1) = (=3 + 61 — 3t))py + (3 — 12t + 9t*)p, + (61 — 9t?)p, + 3t*p,
para 0 = ¢ = 1. En particular,

x(0)=3(p;—py) y xX(I)=3(p;—py) )
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Geométricamente, p; estd sobre la recta tangente a la curva en pg, y p; estd sobre la recta
tangente a la curva en ps. Véase la figura 8. Ademas, a partir de x’(t), calcule

X'(5) = %(—Po — P P2+ P3) (10)

Sean y(?) la curva de Bézier determinada por qo,..., q3, Y Z(¢) la curva de Bézier determinada
por ry,..., r3. Como y(f) recorre la misma trayectoria que x(f), pero solo llega hasta x(.5)
conforme 7 va de 0 a 1, entonces y(#) = x(.5¢) para 0 = ¢t = 1. De manera similar, ya que
z(1) inicia en x(.5) cuando ¢t = 0, entonces z(f)= x(.5 + .5¢) para 0 = ¢ = 1. De acuerdo con
la regla de la cadena para derivadas,

y(@)=.5%(5t) y Z)=.5x(5+.5t) para0=tr=1 (11)

A partir de (9) con y'(0) en vez de x'(0), de (11) con ¢t = 0, y de (9), los puntos de control
para y(t) satisfacen

3(q —qp) = y (0) = .5x'(0) = %(Pl —Po) (12)
A partir de (9) con y'(1) en vez de x'(1), de (11) cont = 1, y de (10),

3(q; —qy) =y (1) = .5¥(5) = %(_Po — P+ P2 +Pp3) (13)

Las ecuaciones (8), (9), (10), (12) y (13) se pueden resolver y asi generar las férmulas para
qo,---, q3 que se muestran en el ejercicio 13. Geométricamente, las férmulas se presentan en
la figura 9. Los puntos de control interiores (; y r, son los puntos medios, respectivamente,
del segmento de po a p; y el segmento de p; a p3. Cuando el punto medio del segmento de
P1 2 p2 se conecta a (, jel segmento de recta resultante tiene a ¢, como punto medio!

1
5 (P1*Py)

4o=Pg P; =13

FIGURA 9 Estructura geométrica de los nuevos puntos de
control.

Esto completa un paso del proceso de subdivisién. La “recursién” inicia, y las nuevas curvas
se subdividen. La recursién contintia a una profundidad en la cual todas las curvas son lo sufi-
cientemente rectas. De manera alternativa, en cada paso la recursién puede ser “adaptiva” y no
subdividir una de las dos nuevas curvas si esa curva es suficientemente recta. Una vez que la sub-
divisién se detiene por completo, los puntos extremos de cada curva se unen mediante segmentos
de recta, y la escena estd lista para el siguiente paso en la preparacion de la imagen final.

Una superficie bictbica de Bézier tiene la misma propiedad de variacién-disminucién
que las curvas de Bézier que forman cada seccion transversal de la superficie, de manera que
el proceso ya descrito se puede aplicar en cada seccidn transversal. Omitiendo los detalles, a
continuacién se presenta la estrategia basica. Considere las cuatro curvas de Bézier “parale-
las” cuyo pardmetro es s, y aplique el proceso de subdivision a cada una de ellas. Esto produce
cuatro conjuntos de ocho puntos de control; cada conjunto determina una curva conforme s
varia de 0 a 1. Sin embargo, al variar ¢, existen ocho curvas, cada una con cuatro puntos de
control. Aplique el proceso de subdivisién a cada uno de esos conjuntos de cuatro puntos,
para crear un total de 64 puntos de control. La recursion adaptiva también es posible en este
caso, pero hay algunas sutilezas implicadas.?

2Véase Foley, Van Dam, Feiner y Hughes, Computer Graphics—Principles and Practice, 2a. ed. (Boston: Addison-
Wesley, 1996), pp. 527-528.
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PROBLEMAS DE PRACTICA¥

El término spline generalmente se refiere a una curva que pasa por puntos especificados. Sin
embargo, una B-spline, normalmente no pasa a través de sus puntos de control. Un solo seg-
mento tiene la forma paramétrica

x(t) = £[(1 = 1)*py + (3> — 61> + )p,

14
+ (=367 + 31> 4+ 3t + )p, + 1°ps] 4

para 0 = ¢ = 1, donde po, p1, P2 Y P3 son los puntos de control. Cuando ¢ varia de 0 a 1,
X(?) crea un curva corta cercana a p,p,. Algebra bdsica indica que la férmula de B-spline
también se puede escribir como

x(1) = +[(1 = 1)’py + (Bt(1 —1)* = 3t + 4)p,

+ B2 (L —1) + 3t + D)p, + £°ps] as)

Esto revela la similitud con la curva de Bézier. Excepto por el factor 1/6 al frente, los térmi-
nos po y p3 son iguales. La componente p; se ha incrementado por —3¢ + 4, y la componente
P2 se increment6 por 3¢ + 1. Esas componentes hacen mds cercana la curva a p,p, que la
curva de Bézier. El factor 1/6 es necesario para mantener la suma de los coeficientes igual
a 1. La figura 10 compara una B-spline con una curva de Bézier que tiene los mismos puntos

de control.

FIGURA 10 Un segmento B-spline y una curva de Bézier.

* 1. Demuestre que la B-spline no inicia en py, pero x(0) estd en conv {po, p1, p2}. Suponien-
do que pg, p1 Y P2 son afinmente independientes, encuentre las coordenadas afines de
x(0) con respecto a {po, p1, P2}-

e 2. Demuestre que la B-spline no termina en ps, pero x(1) estd en conv {pi, p2, p3}. Supo-
niendo que p;, p2 y P3 son afinmente independientes, encuentre las coordenadas afines
de x(1) con respecto a {p1, p2, P3}-

9.6 EJERCICIOST

1. Suponga que una curva de Bézier se traslada a x(¢)+ b. Es decir,
para0 = ¢ = 1, la nueva curva es

a) Demuestre que para 0 = ¢ = 1, x(7) estd en la envolvente
convexa de los puntos de control.

x(t) = (1 —1)*py + 31(1 —1)’p,
+3:2(1 —t)p, + °p; + b

Demuestre que esta nueva curva es una vez mds una curva
de Bézier. [Sugerencia: ;Dénde estdn los nuevos puntos de
control?]

. La forma vectorial paramétrica de una curva B-spline se definié
en los problemas de practica como

x(t) = t[(1 —1)°py + (Bt (1 —1) = 31 + 4)p,
+(32(1 —1) 4+ 3t + 1)p, + 1°p;] para0 <7 <1,

donde po, p1, P2 Y p3 son los puntos de control.

b) Suponga que una curva B-spline x(7) se traslada a x(r) + b
(como en el ejercicio 1). Demuestre que esta nueva curva es
una vez mas una B-spline.

. Sea x(7) una curva de Bézier cibica determinada por los puntos

Po, P1, P2 Y P3-

a) Calcule el vector tangente x'(t). Determine cémo x'(0) y
x'(1) se relacionan con los puntos de control, y realice des-
cripciones geométricas de las direcciones de esos vectores
tangentes. ;Es posible tener x'(1) = 0?

b) Calcule la segunda derivada x"(¢) y determine cémo x"(0)
y x"(1) se relacionan con los puntos de control. Dibuje un



esquema basado en la figura 10 y construya un segmento
de recta que apunte en la direccion de x"(0). [Sugerencia:
Utilice p; como el origen del sistema de coordenadas].

Sea x(¢) la B-spline del ejercicio 2, con puntos de control py, pi,

P2y Ps.

a) Calcule el vector tangente x'(f) y determine cémo las deri-
vadas x'(0) y x'(1) se relacionan con los puntos de control.
Realice descripciones geométricas de las direcciones de esos
vectores tangentes. Explore qué pasa cuando x'(0) y x'(1)
son iguales a 0. Justifique sus afirmaciones.

b) Calcule la segunda derivada x"(f) y encuentre cémo x"(0)
y x"(1) se relacionan con los puntos de control. Dibuje un
esquema basado en la figura 10, y construya un segmento
de recta que apunte en la direccion de x"(1). [Sugerencia:
Utilice p, como el origen del sistema de coordenadas].

Sean x(7) y y(#) curvas de Bézier ctibicas con puntos de control
{Po, P1. P2, P3} ¥ {P3, P4. Ps, Po}, respectivamente, de manera
que x(7) y y(¢) se unen en p3. Las siguientes preguntas se refie-
ren a la curva que consiste en x(#) seguida de y(#). Para simplifi-
car, suponga que la curva estd en R2.

a) ;Qué condicion sobre los puntos de control garantizara
que la curva tenga continuidad C' en p3? Justifique su
respuesta.

b) ({Qué ocurre cuando x'(1) y y'(0) son ambos el vector
cero?

Una B-spline se construye mediante segmentos B-spline, des-
critos en el ejercicio 2. Sean py,..., p4 puntos de control. Para
0 =1t=1, sean x(¢) y y(¢) determinadas por las matrices de geo-
metria [po p1 P2 P3] Y [P1 P2 P3 p4l, respectivamente. Observe
c6mo los dos segmentos comparten tres puntos de control. No
hay traslape entre los dos segmentos, sin embargo, se unen en
un punto extremo comun, cercano a po.

a) Demuestre que la curva combinada tiene continuidad G°, es
decir, x(1) = y(0).

b) Demuestre que la curva tiene continuidad C! en el punto de
unidn, x(1). Es decir, demuestre que x'(1) = y’(0).

Sean x(¢) y y(#) las curvas de Bézier del ejercicio 5, y supon-
ga que la curva combinada tiene continuidad C? (que incluye
la continuidad C') en ps. Sea x"(1) = y"(0) y pruebe que ps
estd completamente determinado por pi, p2 y p3. Asi, los pun-
tos Pos..., P3 y la condicién C? determinan todos, excepto uno,
los puntos de control para y(7).

Sean x(#) y y(#) segmentos de una B-spline como en el ejerci-
cio 6. Demuestre que la curva tiene continuidad C? (como tam-
bién continuidad C") en x(1). Es decir, demuestre que x"(1) =
y"(0). Esta continuidad de alto orden es deseable en aplicacio-
nes CAD, como en el disefio de carrocerias de automdviles,
porque las curvas y superficies aparecen mucho mas lisas. Sin
embargo, las B-splines requieren tres veces mds calculos que
las curvas de Bézier, para curvas de longitud comparable. Para
superficies, las B-splines necesitan nueve veces el cdlculo de
las superficies de Bézier. Con frecuencia, los programadores
eligen superficies de Bézier en las aplicaciones (como en los
simuladores de vuelo) que requieren generacién en tiempo
real.

10.
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Una curva de Bézier cuadrtica se determina mediante cinco pun-
tos de control, po, p1, P2, P3 Y P4:

x(t) = (1 =1)*py + 41(1 —1)°p, + 61*(1 —1)°p,
+ 431 —1)p; +1t*p, for0<t<1

Construya la matriz base cudrtica Mp para x(7).

La “B” en B-spline se refiere al hecho de que un segmento x(#)
se puede escribir en términos de una matriz base, Mg, en una
forma similar a una curva de Bézier. Es decir,

x(t) = GMsu(r) para0=r=1

donde G es la matriz de geometria [pyp p; p2 p3] y u(®) es
el vector columna (1, 7, 72, ). En una B-spline uniforme, cada
segmento utiliza la misma matriz base, pero cambia la matriz
de geometria. Construya la matriz base My para x(z).

En los ejercicios 11 y 12, marque cada enunciado como verdadero o
falso. Justifique sus respuestas.

*11.

#12.

a) La curva cubica de Bézier estd basada en cuatro puntos de
control.

b) Dada una curva de Bézier cuadrdtica x(¢) con puntos de con-
trol po, P1 Y P2, el segmento de recta dirigido p; — po (de po
a pp) es el vector tangente a la curva en py.

¢) Cuando dos curvas de Bézier cuadrdticas con puntos de con-
trol {po, P1, P2} Y {P2. P3. P4} se unen en py, la curva de
Bézier combinada tendrd continuidad C' en p2 si p; es el
punto medio del segmento de recta entre p; y ps.

a) Las propiedades esenciales de la curvas de Bézier se pre-
servan bajo la accién de transformaciones lineales, pero no
traslaciones.

b) Cuando dos curvas de Bézier x(7) y y(¢) se unen en el pun-

to donde x(1) = y(0), entonces la curva combinada tiene
continuidad G° en ese punto.

¢) La matriz base de Bézier es una matriz cuyas columnas son
los puntos de control de la curva.

Los ejercicios 13 a 15 se refieren a la subdivisién de la curva de
Bézier que se muestra en la figura 7. Sea x(7) la curva de Bézier,
con puntos de control py,..., p3, y sean y(#) y z(¢) las curvas de
Bézier de subdivision como en el libro, con puntos de control

qo-
13.

14.

., 3y Ty,..., I'3, respectivamente.

a) Utilice la ecuacién (12) para demostrar que q; es el punto
medio del segmento de pg a p;.

b) Aplique la ecuacién (13) para demostrar que

8¢, =8q; +py+ P —P—Ps

¢) Utilice el inciso b), la ecuacion (8) y el inciso a) para
demostrar que ¢, es el punto medio del segmento de
q; al punto medio del segmento de p; a p;. Es decir,

qQ = %[(h + %(Pl + pz)].

a) Justifique cada signo de igualdad:

3(r; —12) =2/(1) = .5x'(1) = 5(p; — Po)
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15.

16.

b) Demuestre que r; es el punto medio del segmento de p»
a ps.

¢) Justifique cada signo de igualdad: 3(r; — rp) = z'(0) =
5x'(.5).

d) Utilice el inciso ¢) para demostrar que 8r; = —pg — p1 +
p2 + p3 + 8ro.

e) Use el inciso d), la ecuacién (8) y el inciso a) para demostrar
que r; es el punto medio del segmento de r; al punto medio
del segmento de p; a p. Es decir, r; = 1[r> + 1(p, + p,)].

Algunas veces solo se necesita la mitad de una curva de Bézier
para subdividir mas. Por ejemplo, la subdivisién del lado “iz-
quierdo” se logra con los incisos a) y ¢) del ejercicio 13 y la
ecuacion (8). Cuando se dividen ambas mitades de la curva x(7),
es posible organizar los cédlculos de manera eficiente para de-
terminar al mismo tiempo los puntos de control izquierdos y
derechos, sin emplear la ecuacién (8) directamente.

a) Demuestre que los vectores tangentes y'(1) y z'(0) son
iguales.

b) Utilice el inciso a) para demostrar que gz (que es igual a rp)
es el punto medio del segmento de q; a r;.

¢) Empleando el inciso b) y los resultados de los ejercicios 13
y 14, escriba un algoritmo que calcule los puntos de control
de y(¢) y z(f) de manera eficiente. Solo se necesitan sumas y
divisién entre 2.

Explique por qué una curva cubica de Bézier estd determinada
plenamente por x(0), x'(0), x(1) y x"(1).

17.

18.

La simbologia TrueType®, creada por Apple Computer y Ado-
be Systems, utiliza curvas cuadriticas de Bézier, mientras que
PostScript®, creado por Microsoft, emplea curvas ciibicas de
Bézier. Las curvas cuibicas dan mds flexibilidad para el disefio
de los tipos de letra, pero es importante para Microsoft que cada
letra que utiliza curvas cuadraticas se pueda transformar en una
que use curvas cubicas. Suponga que w(7) es una curva cuadra-
tica, con puntos de control py, p; Y p2-

a) Encuentre puntos de control ry, ry, r; y r3 tales que la curva
cubica de Bézier x(¢) con esos puntos de control y con la
propiedad de que x(¢) y w(?) tengan los mismos puntos ini-
cial y terminal, asf como los mismos vectores tangentes en
t=0yt=1.(Véase el gjercicio 16).

b) Demuestre que si X(7) se construye como en el inciso a), en-
tonces X(f) = w(f) para0 =t = 1.

Utilice la multiplicacién matricial particionada para calcular
el siguiente producto matricial, que se presenta en la férmula
alternativa (5) para una curva de Bézier:

1 0 0 07[ps
-3 3 0 0f|p

3 -6 3 0||p,
-1 3 =3 1]|ps

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DE PRACTICA

1. De la ecuacién (14) con r = 0, x(0) # po porque

x(0) = L[py+4p, + Pl = tpy + 2p, + 1P,

Los coeficientes son no negativos y suman 1, por lo que x(0) estd en conv {py, p1, P2}, ¥

1 21

las coordenadas afines con respecto a {po, p1, p2} son (3, 3, 7).

673’6

2. A partir de la ecuacién (14) con r = 1, x(1) # p3 porque

x(1) = ¢[p; 4+ 4py + 3] = ipy + 3P2 + D3

Los coeficientes son no negativos y suman 1, por lo que x(1) estd en conv {p;, p2, p3}, y las coor-

denadas afines con respecto a {pi, p2, p3} son ( L 2 l).

6°3°6
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AUTOEVALUACION

1 0 1 [ 6
1. Sean v, =| 1|, v,=| 4| v,=|-5|y y=|-38| Escriba y como combinacién afin
| 2 -2 1 | 18
de vi, vo y v3.
[ 2 3 5 [ 5
1 -1 4 -3 . . .
2. Sean v, = 3P V2= b V5T 1| YPT| 5 . Determine si p € gen (S) ysip €
| -2 4 2 | 3
aff ($).
6 6 6
3. Seanv, =| 2|,v,=| 3|, v,=| 4| Determine la ecuacién del plano aff (S).
5 1 3
11
4. Encuentre las coordenadas baricéntricas del punto P = , con respecto al conjunto

17 3] [o 2
afinmente independiente , , .
1 5 6

5. ;Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas para un conjunto S = {V 1o V2yens vk}
en R"?

L {Vz = Viyeers Vi — V} es linealmente dependiente si y solo S es afinmente dependiente.

IT: Si S es afinmente independiente y un punto p € R” tiene todas las coordenadas bari-
céntricas determinadas por S positivas, entonces p no pertenece a af f (S).

a)lyll

b) Ninguna de las dos
c) II

d 1

6. Considere el conjunto afinmente independiente S = {Vl, V2, V3} en R2. Estos puntos
definen una regidn triangular. Si las coordenadas baricéntricas de un punto p son todas
positivas, entonces se puede afirmar que la posicién del punto p con respecto al tridn-
gulo es:

a) un vértice.
b) un punto afuera del tridngulo.
¢) un punto de una arista.

d) un punto dentro del tridngulo.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

Sea p un punto en el interior del tridngulo Aabc cuyas coordenadas baricéntricas son

131
[E,g,g} Determine el drea de Apbc con respecto al drea Aabc.

X
. Sea §= {{ } cy=x"y0< x}. Dibuje la grafica de la envolvente convexa de S.
y

2 1 3
0 1 2 -1 L

Sean v, = s V2= 2= o YPE] 4 Determine si p pertenece a la envol-
1 -3 —4 2

vente convexa de S.

. 1 1 1 1
Si se sabe que p= Evl +§V2 +§v3 +ZV4 y que 2v; + v — 2v3 — v4 = 0, exprese p como

combinacién lineal convexa de tres de las v;.

Sean po, p1 y p2 puntos en R”. Si se define fo(z) = (1 — 1) po + 1p1, f1(t) = (1 = 1) p1 + P2

yg®)=(1-1) fo(#) +tf1(¢) con 0 <t < ¢, encuentre g %j en términos de los tres puntos

P, P2y P3-
1[2]]-1 3
. 0|3 1 .
Sea H el hiperplano que pasa por los puntos oll 1bl 201 =1l Encuentre una funcio-
1](2 1 1
nal lineal f y un nimero real d tal que H = [ f : d].
1|32 8
Sea H el hiperplano que pasa por los puntos| 1 [,| 3 {,| 5 |. Determine si el puntop=| 1
1][2]]|2 2
se encuentra del mismo lado de H del origen.
. . 2 1 1 L .
Considere el conjunto de puntos S = { (x,y) e R | y=—Xx2 ST Determine si los conjuntos
X

Sy la envolvente convexa son cerrados o no.



